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Capitulo

Convolucion y deconvolucion

En muchas areas de las ciencias e ingenierias es comun el manejo
de imagenes. Por citar un ejemplo, en la ingenieria biomédica una
imagen puede ser obtenida a través de una tomografia computarizada
o por rayos X. A través de estas imagenes el especialista médico espera
obtener informacién que le permita detectar, por ejemplo, la existencia
de tumores cancerigenos. En astronomia, las imagenes que podemos
apreciar en periodicos, revistas de divulgacion cientifica o especial-
izadas en general no son las imagenes que obienen directamente los
especialistas, sino que estas son mejoradas por procedimientos al-
goritmicos matematicos para lograr las imagenes que apreciamos en
tales medios y que alguna vez nos han producido una grata sorpresa.

Figura I.1. Distintas funciones de dispersién del punto.

Un caso muy conocido fueron las imagenes obtenidas por el
observatorio espacial Hubble. Las primeras imagenes obtenidas estaban
degradadas, eran imagenes borrosas. Esto era efecto de una aberracion
de los lentes del telescopio. Debido a la imposibilidad de corregir
el desperfecto de los lentes se volvidé necesario buscar la manera de
mejorar la calidad de las imagenes. Fué imporante el conocimeinto
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2 1. CONVOLUCION Y DECONVOLUCION

del sistema Optico del telescopio, asi con este conocimiento y con
las imagenes borrosas fué posible mejorar lacalidad de las imagenes.
En muchas aplicaciones el conocimiento que se tiene de las causas
que producen la degradadcién de la o las imagenes es limitado o
practicamente nulo, por lo que el problema de recuperar lo que serian
las imagenes originales se vuelve un problema mas complejo.

El siguiente ejemplo nos muestra de manera sencilla una de
las complicaciones que surgen al resolver los llamados problemas
inversos. Pequenas variaciones en los datos pueden producir grandes
alteraciones en las soluciones.

EiempLo 1.0.1. Si consideramos el sistema de ecuaciones lineales
.780x +.563y =.217
A457x +.330y =.127
cuya forma general esta dada por

Ax =h.

(1.1)

Si calculamos la solucién por métodos clasicos con aproximacion a
tres digitos en la aritmética, entonces la soluciéon resulta ser x = 1.71
y v = —1.98. Al sustituir esta solucion aproximada en el sistema (1.1)
obtenemos

780 % (1.71) +.563 = (—1.98) — .217 = 0.00206
457 % (1.71) +.330 % (—1.98) — .217 = 0.00107

El residual de la solucién (|| Ax—b||) aproximada que se ha calculado
pudiera parecer pequeio. Pero, por otra parte, la solucion exacta del
sistema de ecuaciones lineales esta dada por x =1y y = —1, como
puede verificar facilmente el lector. ;Qué es lo que ocurre en este
ejemplo? La solucion “aproximada” que hemos hallado se encuentra
“lejos" de 1 solucion exacta del sistema de ecuaciones lineales. jHay
algin problema con el algoritmo usado para calcular la solucion
aproximada?. No, el problema no se encuentra en el algoritmo sino
en la naturaleza misma del sistema de ecuaciones lineales, el cual es
un sistema mal condicionado, 1o que podemos decir al respecto es que
pequenos cambios en los coeficientes del sistema produciran cambios
sensibles en las soluciones. Lo que este ejemplo muestra es que no
podemos esperar que un algoritmo dado funcione correctamente en un
problema que resulta ser mal condicionado.

En estas notas daremos una introduccion a un tema fascinante, los
problemas inversos, en particular al problema de la recuperacion de
imagenes degradadas. Esta degradacion puede manifestarse a través
de la obenciéon de una imagen borrosa, la cual puede presentar o no
ruido. Estos dos tipos de distorsion de una imagen (ver Figura 1), el
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que se mamifiesta por el hecho de que la imagen se vea borrosa se
debe a un proceso deterministico asociado a las llamadas funciones
de dispersion del punto que a su vez se encuentran asociadas al
mecanismo de obtencion de laimage (e.g. camara fotografica, telescopio
0 microscopio), mientras que la distorsion de la imagen debida al ruido
se debe a una distorsion estocastica asociado al mecanismo mediante
el cual una imagen se almacena. Presentaremos algunos aspectos
matematicos asociados a este problema en particular y a los problemas
inversos en general.

Borrado Ruido

OBJETO OBJETO

OBJETO PSF BORROSO GRABADO

Figura 1.2. Mecanismo de obtencién de una imagen degradada.

Con el fin de simplificar un poco la idea de como se puede lograr
disminuir la degradacién de una imagen, ver Figura 1, supongamos que
esta no presenta ruido. Como se ha dicho, el degradado esta asociado
a una funciéon de dispersion del punto. Para atenuar la degradacion se
hace uso de la funciéon de dispersion del punto y de un proceso llamado
regularizacion. En muchos casos, en la practica, el conocimiento que
se tiene de la funcion de dispersién del punto es poca o practicamente
nula, por lo que el mejorar la calidad de la image obtenida se vuelve un
problema mucho mas complejo. Es de notar que en los ultimos afos
este problema de recuperacion de una imagen degradada ha recibiodo
gran atencion de parte de la comuniad cientifica, en gran parte por las
innumerables aplicaciones que presenta y por otra debido al enorme
desarrollo del hardware computacional.

1.1. Integral de Fredholm de primera especie

Dadas dos funciones h, f : R — R se define su convoluciéon como
la funcién dada por

g(s) = (hx f)(s) = / h(s —t)f(t)dt, seR (1.2)

PrRoOPOSICION 1.1.1. La convolucion satisface las siguientes propieda-
des
(1) (hx f)(s) = (f * h)(s), (conmutatividad).
(2) ((hy * f1) * f2)(s) = (h * (f1 * f2))($), (asociatividad)
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OBJETO PSF

u Formacion de la

. e
*

Imagen borrosa

Resultado de la

Restauracion

Restauracion
“— dela imagen

Regularizaciéon

Figura 1.3. Proceso de restauracion de una imagen.

(3) (h* (fi + f2))(8) = (h x FL)8) + (h x f>)(s), (distributividad).

Ejercicio 1.1. La prueba de estas propiedades se deja como
ejercicio al lector.

Observemos que la primera de estas propiedades nos muestra que,
desde un punto de vista matematico, las funciones f; y f> desempenan
el mismo papel, pero desde el punto de vista de las aplicaciones, las
interpretaciones de ambas, como veremos son distintas.

Un problema asociado a la integral de convolucién y que llamare-
mos problema directo es el de calcular la convolucion de dos funciones
dadas En estas notas estaremos interesados en los llamados Problemas
de Deconvolucion, uno de ellos consiste en determinar la funcion f(t)
a partir de las funciones g(s) y h(t). Otro problema de deconvolucion,
llamado deconvoluion ciega, consiste en determinar las funciones h(t)
y f(t) a partir solo de la funcién g(s). Estos son problemas inversos
asociados a la integral de convolucion (1.2).

Muchos problemas pueden modelarse como problemas de decon-
volucién, como veremos a continuacion.

EijempPLO 1.1.2 (Problema inverso de calor). Supongamos que se
desea calcular la temperatura f (como funcion del tiempo t) de una cara
inaccesible de una pared solo a partir de mediciones de temperatura
realizadas en la cara accesible de la pared. En este caso la funcion h de
la ecuacion (1.2) esta dada por

(s—1t)2 exi( 1

2K\/TT P 4Kk(s — 1)
donde el parametro k estd asociado a las caracteristicas de conduccion
de calor de la pared.
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EiemprLo 1.1.3 (Diferenciacion). Consideremos una funcién f €
C'10, 1] diferenciable, con derivada continua, un parametro & € (0, 1)
y cualquier nimero natural n mayor que 1. A partir de f podemos
definir una funcion f;,, cercana a f en la norma || - ||o.. Tomemos

Son(x)=fx)+ 06 sin(%X)

1)
donde x € [0, 1].
Entonces
f5n(0) = f()+n cos(%x).
Ademas,

. nx
If = fonlloo = |6 sm(?)\loo =6

nx
1f" = fomlloo = [ cos(=)loc = 10

Observemos que la derivada no depende continuamente de los
datos con respecto a la norma uniforme. La derivada f’ resuelve la
ecuacion integral

(FOO)(s) = / tx(s)ds = f(B) — £(0)
0

debido al Teorema Fundamental del calculo, ecuacion soluble en C[O0, 1]
solo si f € C[0, 1].

En este ejemplo, el problema directo es calcular f a partir de x; es
decir, debemos integrar. Lo que se puede observar es que la integracion
suaviza los errores altamente oscilatorios. ‘;Qué es lo que hace que uan
funcién pueda deivarse? Debemos excluir los errores en los datos de
frecuencia arbtrariamente grandes, lo que se puede lograr si conocemos
una cota para la segunda derivada de f. Lo que podemos observar de la
graficas es que el operador F es un operador lineal, inyctivo y continuo
cuya inversa es no acotada. Pero si restringimos el operador al conjunto

{x € CMO, 11| [|x[|oo + [1¥[loo < €}

el cual puede mostrarse que es un conjunto compacto, en tal caso la
inversa seria continua. En vase a esto es que si deseamos restaurar la
estabilidad podriamos suponer cotas a priori para la primera y segunda
derivadas de f.

Sean f una funcion cualquiera, la cual deseamos derivar, y f5 una
version de f la cual contiene ruido de manera que

1f = folloe <6
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Datos cercanos Derivadas lejanas
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Figura 1.4. Alta frecuencia

Si usamos deferencias centradas con tamano de paso hy si f € C?[0, 1],
la aproximacion mediante la serie de Taylor nos da la expansion
flx+h)— f(x—h)
2h
En caso de que f € C3(x) la expansion esta dada por la expresion
fix+h)— f(x—h
2h
De esta manera, la precision en el método de diferencias centradas
depende de la suavidad de los datos exactos. Asimismo, en lugar de
calcular f’ calculamos

fsx+h)— fs(x—h) flx+h)— flx—h) g

= f'(x) + O(h).

= f'(x) + O(h®).

2h 2h h
De esta forma, el error total se comporta como
o
oh)+ —
(h") h

donde vesigualalo 2,sif e C?[0,1] o f € C3[0,1].

Para un nivel fijo de error 6 tendriamosque si h es cada vez mas
pequenio entonces el error total aumenta debido al error, si h fuese
demasiado grande, entonces la aproximacion del error seria demasiado
grande. Hay un parametro h, de discretizacion 6ptima.

A coninuacion estimaremos el comportamiento asintotico de hg: Si
elegimos al parametro h como potencia de §, digamos §* entonces es
posible minimizar el término O(hY) + 5 tomando k = % ok =5. Con
estas elecciones, el error total es del orden O(/(8)) 0 O(/(63%?)) 2) ), para
f € C?%(0,1]) o f € C3([0, 1]), respectivamente. AUn en el mejor caso
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Hf/ _ fsl+h Jz—th[:fh)H

Figura 1.5. Derivadas

posible (observemos que en la condicién O(hV) + % no es posible tomar
v > 2), con un valor 6ptimo de h la m,ejor convergencia que obtenemos
es del orden de O(83/2), donde 6 denota el error en los datos. En suma,
hay una pérdida intrinseca de informacién.

Otros aspectos que podemos resaltar de este ejemplo es que
muestra varios de las caracteristicas que son tipicas de los problemas
mal condicionados.

e Presenta una amplificaciéon de los errores con frecuencias
altas.

e Es posible restaurar la estabilidad haiendo uso de informacion
a priori.

e Presenta dos errores de naturaleza distinta, uno debido al
error de aproximacion vy el otro debido a la propagacion de los
errores de los datos.

e Presenta un valor 6ptino de un parametro de discretizacion
cuya eleccion depende solo de informacion a priori.

e Aun en circunstancias 0ptimas hay pérdida de informacion.

Los ejemplos anteriores son casos especiales de un tipo especial
de ecuaciones integrales, llamadas integrales de Fredholm de primera
especie.

DEFINICION 1.1.4. Una integral de Fredholm de primera especie es
una integral de la forma

b
/ K(s, t)f(t)dt = g(s), s € [c, dl. (1.3)

La funcién K es llamado el nacleo de la ecuacién integral y es una
funcién de las variables sy t.

En el caso de problemas de deconvolucion la funcién g es una
funcion conocida o de la cual se tienen mediciones en una muestra
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de valores discretos de s. La funcion K también es conocida, y esta
asociada al modelo mateatico del problema subyaente.

Observemos que los problemas de deconvolucion citadas anteri-
ormente no son sino casos especiales de una ecuacion integral de
Fredholm de primera especie dond el nucleo K depende de la diferencia
s — t, es decir,

K=K(s,t)=K(s — t).

1.2. Modelo discreto de una integral de Fredholm

Al considerar el problema de aproximar numeéricamente una
integral se pueden considerar distintos métodos de cuadratura: punto
medio, trapecio, Simpson, solo por citar algunas. En general, una

integral
b
[ owar
a

puede aproximarse por una sumatoria de la forma

n

> wib(ty),

I-1

donde los coeficientes w; son pesos para cada valor ¢(t;) y dependen
del método de cuadratura usado. En el caso del método del trapecio
sabemos que el area del trapecio mostrado en la figura 1.2 esta dada
por

trapecio

Sl

Figura 1.6. Area de un trapecio
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Area = %(hase) X (altura)
1
= (t — t)p(ty) + E(tm — t) ()

1
= §(¢(tl) + Pt — &)

1
= §(¢(tz) + Pt )h, (1.4)
donde h = % =t —t,l=1,2,...,n— 1. De esta forma la integral
se puede aproximar como
b n—1 1
(H)dt ~ =(p(t) + P(tra))h
/a PO D 00+ b

1 1
= §¢(t1)h +dt)h+- -+ P(ty_1)h + Ed)(tn)h- (1.5)

Po lo que,

sh, sil=1,n;
w; = .
h, sil=2,3,...,n—1.

Con esta herramienta obtendremos una aproximaciéon al problema
de deconvolucion de una ecuacién integral de Fredholm de primera
especie (1.3). Para ello tomemos una particiona =t; <t, <--- <t,=b
del intervalo [a, b], donde t; = a + (I — 1)%. Entonces, para cada
s € [c, d], el valor g(s) se aproxima numéricamente mediante

n—1
g(s) = Y " wiK(s, ) f(t)

=1

Si ademas contamos con informacién de la funcién g(s) en una
cantidad finita de puntos del intervalo [c, d], digamos en los puntos

c=5 <S8 <---<58, =ddelintervalo [c, d], donde s, = c+(k — Uiiii,
entonces paracada k=1,2,...,m
n—1
951 = Y wiK(sk, 1) f(ty).
=1
Por lo que obtenemos un sistema de ecuaciones lineales
wiK(sy, 1) waK(sy,t2) ... wuK(sy,ty) Sf(t1) g(s1)

w1K(s2,t1)  w2K(s2,82) ...  wuK(s2,ty) f(&2) g(s2)

wW1K(Sm, t1)  W2K(Sm, t2) ... wWuK(Sm, ty) Sf(tn) 9(Sm)
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Si definimos

wi1K(sy,t1)  waK(s1,t2) ... wrK(sy, ty)
w1K(sp, 1) waK(s2,t2) ... wnK(sy,ty)

le(Smn tl) wZK(Sm, t2) e wnK(Sm, tn)

f(&1)
f(&2)

Ftw)

g(s1)
g(s2)

9(Sm)

entonces tenemos la ecuacion

Ax =b.
En el caso de considerar la regla del trapecio, la matriz A esta dada
por
1hK(s1,t1)  hK(si,t2) ... hK(si,te—1) ShK(s1, ty_1)
A %hK(SZ, tl) hK(SZ’ tZ) e hK(SZ’ tn) %hK(Sll tnfl)
%hK(Smy t1) hK(sm,t2) ... hK(Sm,tn-1) %hK(Smy th-1)

De esta forma tenemos que la version discreta del problema de
deconvolucion asociado a la ecuacion (1.3) esta dada por el sistema
de ecuaciones lineales

Ax =h.

Esercicio 1.2. Utilice el método de cuadratura conocido como el
método del punto medio para determinar la version discreta del
problema de deconvoluciéon donde se tome la misma cantidad de
muestras para la funcoion g igual a la cantidad de muestras que se
desean ontener para la funcion f y obtenga la matriz A correspondiente,
muestre que tal matriz es una matriz simétrica.

Esercicio 1.3. Considere el conjunto C[0, 1] de funciones continuas
definidas en el inervalo [0, 1]. Dado un nucleo continuo K : I x I — R
y un elemento de ¢ € C[0, 1] desarrolle un programa en Matlab que
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calcule la integral

1
T()(s) = / K(s, Db(Dt, s € [0, 11,
0
usando la regla trapezoidal, rectangular o de punto medio.

1.2.1. Derivacion. Problema Directo: Dada una funcion continua
x € C[0,1], determinar su antiderivada y tal que y(0) = 0. Es decir,
hallar

t
y(t)=/ x(s)ds, tel0,1]
0

Problema inverso: Dada una funcion y € C'[0,1] tal que ¥(0) = 0,
encontrar su derivada x = /.

Esto lo podemos interpretar como el resolver la ecuacion integral
Kx = 7y, donde K es el operador K : C([0, 1]) — C([0, 1]) definido por

t
(Kx)(t) == / x(s)ds, tel0,1], x e C(0,1]).
0

En este problema consideramos la norma del supremo en
€U0, 1D, || - ID, es decir, ||x|| = max{|x(®)||t € [0, 1]}.

La solucion de la ecuacion Kx = 7y esta dada por la antiderivada
x =9/, siempre que y(0) = 0 y la funcién y sea de clase C'. Supongamos
que x es la solucio6n exacta de la ecuacién Kx = y, y consideremos
una perturbacion » de y en (C([0,1]), ]| - ||oo), esta perturbacién no
necesariamente es una funcion diferenciable. Mas aun, la solucion del
problema perturbado no necesariamente esta cercana a la solucion del
problema original.

Para ver esto, tomemos y(t) = y(f) + 6 sin(t/5%), con § suficiente-
mente pequeno.

1.3. Deconvolucion Bidimensional

Este tema tiene incidencia directa en el manejo y procesamiento de
imagenes, donde estas son representadas por matrices de dimensiones
grandes. De la misma forma como lo hicimos en el caso en dimension
uno. Consideraremos la discretizacion de la convolucion de dos
funciones de dos variables.

En el caso bidimensional una integral de Fredholm toma la forma

b d
g(x,y)=// K(x, v, x', ) f(x', v)dx'dy'. (1.6)

Consideremos el caso especial, en el cual el kernel K toma la forma

K(x, y,x', ") = h(x — x)k(y — »/)
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es decir, el kernel (PSF) separa las variables x — x’ y v — /. De esta
forma la integra doble de la convoluciéon bidimensional ( 1.6), debido al
Teorema de Fubini puede reescribirse como

b pd
9x,y) = / / hix — x"k(y — V) f(x', y)dx'dy'

b d
- / hix — x') { / Ky — )f(X, y’)dy’} dx’.

De manera semejante a como lo hicimos en el caso unidimensional,
es posible discretizar el caso de dos variables. Paa esto es necesario
usar alguno de los métos de aproximacion de una integal; por ejemplo,
podemos usar el método del punto medio. Hacemos uso de este puesto
que es el mas sencillo de ellos.

Primero consideremos la discretizaciéon de la integral interior
de k(y—9")f(x',y)dy'. Para esto, tomemos una particion del intervalo
lc,dl: ¢ =y) <y, < <y, =d donde ¥, — ¥ = =<, con

y$+1 _J/z{
2

(1.7)

i=20,...,n—1. Sea ;{ = el punto medio del intervalo
[, ¥i], i =0,...,m — 1. En consecuencia, la integral mencionada
puede aproximarse por la expresion

> k(= YD Yy — VD =Y Ky = Y Y — V)
i=0 i=0

n
= >k - YD, Y — o
i=0
En microscopia confocal surge ejemplo de una convolucion bidi-
mensional. Esta técnica de microscipia arroja mejores resultados que
los obtenidos por micoscopia de luz convencional. En este mejo-
ramiento se considera que el objeto se encuentra iluminado uniforme-
mente y que el lente que colecta la luz es simplemente una apertura de
radio d, por lo que el objeto bidimensional f esta relacionado con la
imagen g a través de una convolucion unidimensional donde el nucleo
K se separa como producto de las funciones

3 sin(1rd z)
T mdz

Este tipo de nucleos separables son tipicos en problemas de
restauracion de imagenes.

h(z) = k(z2)

1.4. Funciones de dispersion del punto

Hemos visto que los nucleos, que reciben el nombre de funciones
de dispersion del punto (PSF, Point Spread Functions en inglés) de una
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-10 =5

/\/\f\/\‘
s

10

sin(rrz)

Figura 1.7. Funcién h(z) = e

ecuacion integral de tipo Fredholm determina el degradado por borrado
de una imagen. Una PSF es una funcion matematica que describe la
distorsiéon en términos de la trayectoria que toma una fuente puntual
de luz (u otras ondas) a traveés del instrumento con el cual se obtiene
la imagen. A continuacion presentaremos algunos de los niicleos mas
comunes que aparecen durante el proceso de restauracion de una
imagen digital.

Figura 1.8. Distintas funciones de dispersién del punto.

Para grabar una imagen con una camara digital 1o que se usa es el
numero de fotones que pegan en una arreglo de sensores bidimensional,
por lo que es posible considerar a una imagen digital como un muestreo
de una funciéon continua f(x’,7"), f: Q C R> — R, la cual es una
representacion exacta de la imagen. Ya hemos hablado anteriormente
cerca de los valores que puede tomar f(x’,y’), los cuales pueden ser
numeros entre 0 y 1, enteros entre 0 y 255. Nosotros tomaremos el
caso de que estos valores pueden ser calesquiera niumeros reales.



14 1. CONVOLUCION Y DECONVOLUCION

Figura 1.9. Funcién de dispersién de punto sinc(41+/x? + y?)

Una camara es un conjnunto de sensores, al igual que nuestros
ojos, la diferencia entre ambos es el procesamiento.

El emborronamiento de una imagen e debe a distintos fenémenos.
En distintos sistemas de imagenologia la PSF es invariante con respecto
a traslaciones; en el siguiente sentido, la imagen K(x, y, x’, »’) de una
fuente puntual localizada en el punto (x’,)’) es trasladada por (x’, ")
de la imagen K(x, y, 0,0) de una fuente puntual localizada en el origen
de el plano objetivo. Matematicamente, K(x, y,x’,y’) = K(x, y,0,0).
De esta forma, se tiene que K(x,y,x’,»’) depende solamente de la
diferencia o traslacion (x, y)—(x’, »') y en en consecuencia escribiremos
K(x — x', v — ') en lugar de K(x, v, x’,»’). Nucleos con esta propiedad
son llamados espacialmente invariantes. De esta forma, para conocer
un nucleo espacialemnte invariante es suficiente con detectar la imagen
de solamente una fuente puntual, digamos una fuente puntual que se
encuentra localizada en el centro de la imagen.

En vista de lo anterior, la representacion obtenida es de la forma

glx,y) = / Kix —x',y =y f(x',y)dx'dy . (1.8)
Usando la notacién clasica asociada a la convolucion

g=Kxf. (1.9)

Pero nos referiremos especificamente en estas notas a degradacion
debida a nucleos espacialmente invariantes que son separables y de
tipo convolucion. Es decir, niicleos de la forma

K(x,»,x',5") = hix — x"k(y — ). (1.10)

El que el nucleo tenga esta forma significa que la degradacion es la
mismo en todas partes en la imagen y esta ademas se separa en sus
componentes horizontal y vertical.
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Imagen original

Figura 1.10. Imagen original.

Un tipo de PSF es la conocida como gaussina, una aproximacion
discreta de esta funciéon de dispersion del punto esta dada por la matriz

1121

— [ 2 4 2 |=x"x, (1.11)
1617 2

donde

1 1
X=-12
4 1
la cual se muestra en la Figura 1.4.

Uno de los problemas mas complicados en la recuperacion de
una imagen es el de determinar la PSF que origina la degradaciéon de
esta. A continuacion daremos las principales caracteristicas de las
funciones de dispersion del punto asociadas a degradaciones debidas a
movimientos lineales y a imagenes fuera de foco. Es posible considerar
estas degradaciones por separado o considerarlas simultaneamente.

1.5. Degradacion por movimiento

Primero recordaremos el proceso de formcién de una imagen en
una camara. Un sistema fundamental de una camara cosnsist de un
lente convexo el cual tiene una longitud focal la cual denotaremos por
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Figura I.11. PSF Gaussiana.

f. Larelacién entre la distancia que tiene un punto de una imagen que
desamos tomar de manera que se encuentre enfocada
1,11
v a f
donde p es la distancia entre el lente convexo y la posicion que estamos
enfocando con la camara, g es la distancia entre la posicion enfocada

en el plano de la imagen y el lente convexo. Si el objeto se mueve a una
diatancia d paralela al plano de la imagen, entonces tenemos

a da

v 4a
donde d’ es el desplazamiento de la posicion correspondiente en el
plano de la imagen.

Si suponemos en la ecuacion (1.13) que el tiempo de exposicion de
la camara es pequeno, el objeto en el plano de la imaen tiene la misma
intensidad que después del deplazamniento d’. Por otra parte, la PSF
asociada a un movimiento lineal puede modelarse como una recta que
se mueve en un plano,

(1.12)

(1.13)

1 . Tv. / Tv. / Vy
=7, Sl—=* < x' < =, =
wix', ) =4 W 2 SXS T VT, (1.14)
0, en cualquier otr caso.

donde V es la velocidad del objeto en el plano imagen, v, y v, son las
componentes de este vector velocidad.

De esta forma el modelo para el efecto de borrado debido a un
movimiento lineal esta dado por

g(x,y) = //f(X',y’)w(x —x',y = )dx'dy, (1.15)
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donde g(x, y) es la imagen observada con degradacion debida a un
movimiento lineal y f(x’,)’) es la imagen real.

Imagen borrosa por movimiento horizonal

Figura 1.12. Degradacién debida movimiento horizontal.

En el caso de que el movimiento sea horizontal y el tiempo de
exposicion sea pequeno, el kernel toma la forma

1 : Al .
K(x,y,x'y’)=hL(x—x’)={ oy Six —X'| < L; (1.16)

0, en cualquier otro caso.

En el caso de movimeinto vertical tenemos

1 : /
Iy .o stly=Y[<L
Koy, xy) =y =) { 0, en cualquier otro caso.

Imagen borrosa por movimiento vertical

Figura 1.13. Degradacién debida a un movimiento vertical
de la camara.
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1.6. Imagenes fuera de foco

El efecto de borrado debido a que una imagen se encuentra
desenfocada en consecuencia de la imagen se encuentra fuera del
plano de la imagen. De esta forma lo que queda en el plano de la
imaen es un circulo con una mayor intensidad en el centro. Este efecto
se modelo como una funcion con distribucion gaussiana. En suma, la
degradacion de una imagen fuera de foco esta modelada por

_ ’o~ 1 (x_x/)2+(y/_y)2 / /
9rr(x, ) —//f(x ) {2ﬂ02 exp [ 552 ”dx dy
(1.17)

donde gr(x, ) es la imagen observada que se encuentra fuera de foco,
o es la varianza para la funcion de distribuciéon gaussiana y f(x’, y’) es
la imagen real. Observemos que el nucleo esta dado por la funcion

=X - y)z}

1
K / / —
06X, 7) 2mo? P [ 207?

ver Figura 1.6. Por otra parte, el nucleo es separable pues puede
reescriirse como un producto de la forma (1.10)

Lo [ =X o | @
Voo P 207 Voro P 207 ||

donde cada uno de los factores es una traslacion de la funcién

1 z?
h(Z) = eXp |:—20_2:| y

Kx,x', 3,9 = [

ver Figura 1.6. Ademas el efecto es el mismo, independientemente de

Figura I.14. Gréfica de h(2) = 1 exp |~ .

el punto que estemos considerando, como lo muestra la Figura 1.6.
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Figura 1.16. Nucleo gaussiano.

Imagen desenfocada

Figura 1.17. Degradacion debida aque el objeto se encuen-
tra fuera de foco.

1.7. Aspectos computacionales con Matlab

s "
%%%%  DECONVOLUCION UNIDIMENSIONAL  %%%%%%h%
i "

% A continuacion mostraremos las dificultades que se
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% presentan al intentar resolver el problema de
% deconvolucion x=Ab usando la solucion directa x=A\b

%%% Primero construiremos una seal unidimensional, la cual
%%/ posteriormente intentaremos reconstruir

% La seal que reconstruiremos conta de 64 muestras

N = 64;

x = zeros(1,N);

x (round (N/4) :round (3%N/4)) = 1;

x = x();

% La seal se considera como vector vertical, no horizontal

figure(1)

clf

plot(1:N,x,’k’,’1linewidth’,2)

title(’Seal x, por recomnstruir’,’Fontsize’,16)
axis([1 64 -.2 1.2])

axis square

drawnow

print -depsc -tiff Convl_signalOriginal

pause

Senal x, por reconstruir

0.8F

0.6

0.4

0.2F

Figura 1.18. Senal por reconstruir.
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% Construccion de la PSF
% Construccion de la matriz sparse A

len = 2xM+1;
psf = ones(1,len)/len;
%psf = conv2(psf,psf,’same’);

ypsf = [.5 2 .5];

psf = psf/sum(sum(psf));
A = convmtx(psf,N);

A = AC:,(1+M): (end-M));

clf

spy (4)

title(’Entradas no nulas de la matriz
sparse A’,’Fontsize’,16)

print -depsc -tiff Conv2_sparseA
pause

Entradas no nulas de la matriz sparse A

30
nz =436

Figura 1.19. Geometria de la matriz sparse A..

21
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% _______________________________________________
%% Construccion de las seales de salida:

%% Ideal: b=Ax

%% con ruido  br=b+0.02*randn(size(b))

% _______________________________________________
b=Ax;

br = b+0.02*randn(size(b));

figure(4)

plot(1:N,b,’r’,’linewidth’,2)

title(’seal de salida ideal b=Ax’,’Fontsize’,16)
axis([1 64 -.2 1.2])

axis square

drawnow
print -depsc -tiff Conv3_Signalldeal
pause
senal de salida ideal b=Ax
Figura 1.20. Senal ideal b = Ax.
N —————————————.—.
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figure(7)

plot(1:N,b,’r’,’linewidth’,4)

set(gca, ’xticklabel’,{})

set(gca, ’yticklabel’,{})

hold on

plot(1:N,br,’b’,’linewidth’,2)
title(’Seales salida b y b+ruido’,’Fontsize’,16)
axis([1 64 -.2 1.2])

axis square

legend(’datos ideales’,’datos con ruido’)
drawnow

print -depsc -tiff Convb_signal_b_br
pause

Senales salida b y b+ruido

m— datos ideales
datos con ruido

Figura 1.21. Senales by br.

23

Do toTototo o o T ToToto o o o To ToTo 1o o o T ToTo o o o o o o To oo oo o o To To oo oo o o To Fo o o oo o o To T o o

% Problemas que aparecen al usar la reconstruccion directa

% Reconstruccion:

yA de "x" a partir de datos ideales b

% de "x" a partir de datos con ruido br
% usando el comando backslash de Matlab "\" e.g.

yA
yA
%
x=A\b %

Do ToTototo o oo ToTo o o o o ToToTo o o oo To ToTo oo o o o o To oo fo o o o To To oo oo o o To Fo oo oo o o To T o o

rec = A\b;
recr= A\br;
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% Veamos "x" y su reconstruccion "A\b"

figure(8)

clf

subplot(2,1,1)
plot(1:N,x,’k’,’1linewidth’,2)
set(gca, ’xticklabel’,{})
set(gca, ’yticklabel’,{})

box off

title(’Seal x’,’Fontsize’,16)
axis([1 64 -.2 1.2])

axis square

subplot(2,1,2)
plot(1:N,rec,’r’,’linewidth’,2)
set(gca, ’xticklabel’,{})
set(gca,’yticklabel’,{})

box off

title(’Reconstruccion de x usando x=A\b’,’Fontsize’,16)
axis([1 64 -.2 1.2])

axis square

drawnow

print -depsc -tiff Conv8_signal_x_rec_b
pause

Senal x

Reconstruccion x=A\b

Figura 1.22. Senales x y br.

% Veamos "x" y su reconstruccion "A\br"
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figure(10)
plot(1:N,x,’k’,’linewidth’,4)
set(gca, ’xticklabel’,{})

set(gca, ’yticklabel’,{})

hold on
plot(1:N,recr,’b’,’linewidth’,2)
set(gca, ’xticklabel’ ,{})

set(gca, ’yticklabel’,{})

box off

title(’Seales "x" y "x=A\br, br=b+ruido’,’Fontsize’,16)
axis([1 64 -.2 1.2])

axis square

print -depsc -tiff Conv6_x_rec_br

Senales "x" y recuperada "xrec=A\br"

/ V |

A

11}

Figura 1.23. Senales x y br.

25






Capitulo

Problemas inversos en espacios de
dimension finita

El agebra lineal tiene una fuerte influencia sobre el estudio de los
problemas inversos. Normalmente se usan modelos continuos para
modelar problemas inversos, mas, aiin, estos problemas inversos estan
definidos en espacios de Hilbert de dimension infinta, pero para poder
simularlos es necesario proceder a una discretizacién d esos modelos.
La herramienta fundamental para trabajar con esas versiones dsicretas
de un problema inversos es precisamente el algebra lineal. Recordemos
que el matematico francés Jacques Solomon Hadamard (1865-1963)
estableci6 primeramente dos caracteristicas que debia satisfacer un
problema para que estuviese bien condicionado:

e Existencia: El rpoblema siempre debe tener solucién
e Unicidad: La solucion del problema debe ser tinica

posteriormente la anadi6 una tercera caracteristica para que un
problema estuviese bien condicionado

e Estabilidad: las soluciones dependen continuamente de las
condiciones iniciales.

De un tiempo para aca han aparecido gran cantidad de problemas,
los cuales no satisfacen alguna de estas tres condiciones. Es decir,
o ono tienen soluciéon, o la solucién no es unica o la solucion no
depende continuamente de las condiciones iniciales. Estos problemas
son llamados problemas mal condicionados. Los problemas inversos
caen en esta esfera de los problemas mal condicionados.

En el ambito del agebra lineal podemos determinar sin gran
dificultad problemas que no resulen estar bien condicionados usando
ejemplos de sistemas de ecuaciones lineales.

Ejercicio: Determinar un sistema de ecuaciones Ax = b el cual
tenga al menos dos soluciones.

Ejercicio: Determinar un sistema de ecuaciones Ax = b el cual no
tenga soluciones.

27



28 2. PROBLEMAS INVERSOS EN ESPACIOS DE DIMENSION FINITA

El hecho de encontar un sistema de ecuaciones lineales Ax = b
el cual no sea estable, tiene que ver con el hecho de que la matriz
A de coficientes del sistema esté muy mal condicionada. Lo que
coloquialmente podemos decir, como que la matriz estémuy cerca de
no ser invertible (en el caso de matrices cuadradas).

EiempLo 2.0.1. Consideremos el sistema de ecuaciones lineales
xX+3y=a
2x+6y=2a

donde a € R. Observemos que este problema lo podemos reescribir
matricialmente como

X a
dondex=(y)yb=(2a).

2.1. Aspectos basicos de algebra lineal

Recordemos unos aspectos basicos del algebra lineal:

Algunas veces sera necesario hacer referencia a renglones o
columnas especificas de una matriz o a una submatriz de la misma,
recordemos que la entrada (i, j) de la matriz corresponde al elemento
de la matriz que se encuentra simultaneamente en el renglén i-ésima
y la columna j-ésima, el cual denotamos por A;; Si en lugar de
esto queremos referirnos al renglon i-asimo de la matriz A € R™*",
lo haremos con la notaciéon A(:, i), mientras que si deseamos hacer
referencia a la columna j-ésima lo haremos usando la notaciéon A(:, j).
ESta notacion es la usada en Matlab.

1 -2 4
. -9 5 12
EiempLO 2.1.1. Si A = 0 3 23 , entonces A(2,:)=(-9512)
15 -6 0
4
12
y A(, 3) = 23
0

Observemos que usando notacion vectorial es posible reescribir un
sistema de ecuaciones lineales en forma vectorial, como lo muestra el
siguiente ejemplo

EsempLo 2.1.2. El sistema de ecuaciones lineales

2x+4y—3z=0
(2.1)
3x —8y+z=-7
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puede escribirse como

(3 ()= (1))

Recordemos que si A € L(R™,R™) y la describimos mediante sus
vectores columna ay, ..., a,, (en notacién de Matlab las columnas estan
dadas por A(, 1),...,A(, n)) los cuales son elementos de R™; es decir,

A=(@;az ... ag) =(AG 1) AG, 2) ... A(;,n)),

donde
aj
. X2j
aj=A(G j) =
ij
y consideramos un vector
X1
X2
X = € R",
Xx
entonces
X1
X2 n
Ax=@;a ... ap) | . =xj1a; +Xpap + -+ Xpap = ijA(:,J).
: =
Xx

Asimismo, si tomamos el producto matricial directo dde la parte
izquierda de la igualdad

Ax=Db

donde A y x estan dada como anteriormente, entonces tenemos que

n
bq= E AgkXk-
k=1

Al considerar matrices, se tiene que si A € LR",R™) y B €
LR™,R”), con B = (b; b, ... by), o en notacion de Matlab B =
(BG,1) BG,2) ... BG,p)), conb; =B(, j) € R, entonces

AB=A(by bz ... by) =(Ab; Ab; ... Aby) € R™*P,
equivalentemente

AB = A(B(,1) B(;,2) ... B(;,;p)) = (AB(;, 1) AB(;, 2) ... AB(, p)).
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EiempLO 2.1.3. Sean
1 2
-1 2
A= 3 =2 yB—(3 5)

entonces

AB = (AB(:, 1), AB(, 2))

1 2 1 2
= 3 -2 (_31> 3 -2 (g)
-4 0 -4 0
1 2 1 2
=D 3 |+31-2| 23 |+5]-2
-4 0 —4 0
5 12
=[-9 -4
4 -8

DEFINICION 2.1.4. Dadaunamatriz A € R"™*"y A = (a;j)i-1,..m;j=1,..n
definimos la matriz transpuesta de A como la matriz A! = (&; 7) donde
6~lij = Olji.

Una propiedad de las matrices transpuestas es que (AB)T = BTAT,
como lo muestran los siguientes calculos:

bltA[ blt
g ! by'A! b' t t At
(AB)=[A(b1b2...bp)] = A = . At = B'AY.
by’ Al by’

DEFINICION 2.1.5. Una matriz A € R™*" es simétricas si AT = A.

DEFINICION 2.1.6. Una matriz A € R™*" se dice que es una matriz
diagonal si A(i, j) =0 para i # j.

EiempLO 2.1.7. La matriz

2 0 0
0 —-65 0
o o0 7
0O 0 O

es una matriz diagonal.
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DEFINICION 2.1.8. Para dos vectores x € R™ yy € R"™ definimos su
producto exterior como

X1
t XZ
Xy =
Xm
=01 Y2 ... V)
X111 X122 ... X1Vn
_ X2Y1 X2)Y2 ... X2 c gmxn
XmY1 Xmd2 ... Xmln

PROPOSICION 2.1.9. Si x € R"™, entonces
xyha =x(y' o) € ({x})

Esto significa que la matriz tiene rango igual a 1. Mas generalmente,
para ui,uy,...,u € R™y vy, vy, ..., v € R" se tiene que la matriz A
dada por

k
_ ~L
A= E u;v;
Jj-1

es una matriz con rango a lo mas igual a k, ya que

k
Ax = Zuj(vgx) € ({up,uy, ..., u})

J=1
TEOREMA 2.1.10. Sean U = [ug,Uy,...,u,] € R™*" conu, € R™ y
V =1[v1,V2,...,Vul € R?*"™ con v; € R?. Entonces

n
Uvt = Zuivif € R™*P,
i=1

DEFINICION 2.1.11. Si {vy,Vy,...,Vv,} C R", definimos el espacio
generado por esta familia de vectores como el subespacio de R™ dado
por

a
{vi,va, ..o va}) ={b[b =) v}
J=1

DEFINICION 2.1.12. Decimos que una matriz U = (u; u ... uy) €
R™*" es una mtriz ortogonal si



32 2. PROBLEMAS INVERSOS EN ESPACIOS DE DIMENSION FINITA

(1) Los vectores columna son mutuamente ortogonales. Es decir
u;lug

para j # k.
(2) Los vectores columna son de norma unitaria. Es decir,

] =y /uju; =1

paraj=1,2...,n.

PROPOSICION 2.1.13. Dada una matriz U € R™*" ortogonal, U'U =

Id.
DEMOSTRACION 2.1.14. Mediante calculos directos obtenemos

u;

t u)

Uu = . ( u e ... Uy )

u,
uiu; uiw, ... ulu,
viu; uwbuy ... udlu,
ulu; uluw ulu,
1 0 0 O
0 1 0
0 0 1

PROPOSICION 2.1.15. Toda matriz ortogonal U € R"*" preserva la
norma.

DEMOSTRACION 2.1.16.
|UX|* = (Ux)'(Ux) = x'U'Ux = x'x = ||x||°.

PROPOSICION 2.1.17. Siuy,Uy,...,u; € R" son mutualmente ortogo-
nales y k < n, entonces dim < {uy,...,u} >= k.

PrOPOSICION 2.1.18. Si U es una matriz ortogonal, entonces para
cada par de vectores x,y € R" se tiene que x'y = Ux' Uy.

Como consecuencia inmediata del resultado anterior tenemos
que la familia de vectores dada por {uj,up,...,u;} forma una base
ortogonal del subespacio < {u;,uy,...,ux} > de R™.
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DEFINICION 2.1.19. Dados dos subespacios M, N de R", decimos
que estos subespacios son mutualmente ortogonales si para cualquier
pareja de elementos X € M,y € N se tiene que x'y = 0. En este caso
escribimos M_LN.

DEFINICION 2.1.20. Dada A € L(R",R™), definimos el rango de A
como el subconjunto de R™ dado por

R(A) = {Ax|x € R"}.
Debemos notar que
R(A) =< {aj,ap,...,an} > .

DEFINICION 2.1.21. Dado M un subespacio de R", el complemento
ortogonal deM esta dado por el conjunto

M* = {y e R"|ylx,Vx € M}.x

Si L(R™,R™) son las transformaciones lineales de R"™ en R™, y si A
denota indistintamente a una transformacion lineal entre estos espacios
euclideanos o a la representacion matricial de la transformaciéon
lineal con respecto a las bases canoénicas (naturales) de R™ y R™,
respectivamente, entonces tenemos los siguientes resultados.

TEOREMA 2.1.22. Sea A € L(R",R™). Entonces
(1) N(A)* = R(AY). Esta afirmacion sélo se satisface para espacios
vectoriales de dimension finita.
(2) R(A)*+ = N(AY). Esta afirmacion sélo se satisface para espacios
vectoriales de dimension finita.

DEMOSTRACION 2.1.23. (1) Sea x € N(A), entonces Ax = 0,
de esta forma, para todo y se tiene que Y'Ax = 0, pero
YtAx = (Aly)tx. POr lo que Ax = 0 siy sélo si (x, Af, y) = 0. Es
decir, si x es ortogonal a todo elemento de la forma Afy, es
decir x es elemento del complemento ortogonal del conjunto
R(AY). Pero como todas las afirmaciones son equivalencias,
entonces se satisface la igualdad.

(2) Se deja como ejercicio al lector.

DEFINICION 2.1.24. Para A € L(R™, R™) definimos el nicleo derecho
como
{veR"|Av =0}.
Mientras que el nucleo izquierdo es el conjunto
{weR™|w'A =0}.

Observemos que el nicleo derecho no es mas que el conjunto AV(A),
mientras que el nucleo izquierdo esta dado por A(A%).
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TEOREMA 2.1.25. Sea A € L(R",R™). Entonces¢
(1)
R" = N(A) ® R(AY).
Es decir, para todo v € R", existen tinicos elementos x € N(A)
Yy € NA)* = R(AY) tales que v = x + .
(2)
R™ = R(A) & N(A").
Es decir, para todo w € R™ existen uinicos elementos x € R(A)
y v e N(AY tales que w = x + y.

DEFINICION 2.1.26.

2.2. Subspacios fundamentales
Consideremos A € L(R", R™).

DEFINICION 2.2.1. Definimos ran(A) := dim R(A). Este el llamado
usualmente el rango por columnas de A (maximo niimero de columnas
linealmente independientes). El rango por renglones de A esta dado
por el nimero dimR(AY) (maximo nimero de renglones linealmente
independientes). El coran(A) esta dado por el niumero dim N (A).

TEOREMA 2.2.2. Para A € R™*" dim R(A) = dim N (AL).
DEMOSTRACION 2.2.3.
COROLARIO 2.2.4. Para A € R™*" dim N (A) + dim R(A) = n.

DEMOSTRACION 2.2.5. Sea A € R™*"  es trivialmente claro que
dim NV(A) + dim(NV(A))+ = n. Pero, sabemos, por el resultado anterior,
que dim(NV(A))* = dim R(A). Por lo tanto, tenemos la igualdad deseada.

TEOREMA 2.2.6. Si A, B € R"™ ", entonces
(1) 0 <ran(A + B) < ran(A) + ran(B).
(2) ran(A) + ran(B) — n < ran(AB) < min{ran(A), ran(B)}
(3) null(B) < null(AB) < null(A) + null(B).
(4) Si B es una matriz invertible, entonces ran(AB) = ran(BA) =
ran(A) y N(BA) = N(A).

DEMOSTRACION 2.2.7.

TEOREMA 2.2.8. Sean A € R™*" y B € R"*?, Entonces
(1) R(AB) & R(A).
(2) N(AB) € N(B).
(3) R((AB)") € R(B").
(4) N((AB)Y) S N(AY).

DEMOSTRACION 2.2.9.
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TEOREMA 2.2.10. Para A € R™*" se tiene que

(1) R(AY) = R(AAY).
(2) R(A") = R(A'A).
(3) N(A) = N(A'A).
(4) N(AY) = N(AAY.

DEMOSTRACION 2.2.11.

TEOREMA 2.2.12. Para A € R™*" se tiene que

(1) A es suprayectiva si y solo si ran(A) = m (A tiene renglones
linealmente independientes, se dice que tiene rango maximal
por renglones; o equivalentemente AA* es no singular).

(2) A es inyectiva si y solo si ran(A) = n (A tiene columnas
linealmente independientes, se dice que tiene rango maximal
por columnas; o equivalentemente AtA es no singular).

DEMOSTRACION 2.2.13. (1) Si A es suprayectiva, entonces
R(A) = R™, es decir, dimR(A) = m = ran(A). Inversamente,
siy € R™ y definimos x = AY(AA!) "'y, entonces Ax = y,y en
consecuencia A es suprayectiva.

(2) Si A es inyactiva, entonces N(A) = {0}; de esta forma
dim(N(A))+ = n. Por un teorema anterior dim(N(A)+ =
dim R(A), en conclusion obtenemos la identidad buscada.
Inversamente, sea A tal que ran(A) = n, es decir, tal que
A!A es invertible. Tomemos u y v taes que Au = Av, entonces
AtAu = A'Av, pero, por hipotesis AA! es invertible, entonces
u =v. Por lo tanto, A es inyectiva.

DEFINICION 2.2.14. Una transformacion lineal T : X — Y es biyactiva
siy solo si es inyectiva y suprayectiva.

Observemos que T es no singular siy sélo si ran(4A) = n.

DEFINICION 2.2.15. Se dice que una transformacion lineal T: X — Y
es invertible por la derecha si existe una transformacion T, : Y — X
tal que T} = Idy.

Se dice que una transformacion lineal T : X — Y es invertible

por la izquierda si existe una transformacion TI;; 1Y — X tal que
T, T = Idx.
TEOREMA 2.2.16. Sea T : X — Y una transformacion lineal. Entonces
(1) T es invertible por la derecha siy solo si es suprayactiva.
(2) T es invertible por la izquierda si y solo si es inyectiva.

DEMOSTRACION 2.2.17.
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Como consecuencia inmediata de este resultado se tiene que una
transformacion lineal es invertible si y so6lo si tiene inversas derecha
e izquierda; es decir, si es suprayectiva e inyectiva, por lo que

—1 _ =1 _ -1
leq - TDer =T

TEOREMA 2.2.18. Sea T : X — X una transformacion lineal.

(1) Si T tiene una inversa derecha Ty, tal que TT,,. = Idy,
entonces T es invertible.

(2) Si T tiene una inversa izquierda leql tal que TI;;T = ldy,
entonces T es invertible.

DEMOSTRACION 2.2.19. (1) Antes que nada observemos que la
siguiente sucesion de igualdades se satisfacen
T(TI;elr + TI;eer - = TTI;elr + TTI;eer -T
= I+IT—-T
= I

De esta forma (Tp,. +Tp,. T —1I) es inversa derecha de T, pero la

inversa derecha es tnica, por lo que (Tj,, + T, T—1) = T}, Por
-1 . —1 . . s
lo tanto T,,, T =1y en consecuencia T, es inversa izquierda.
(2) Se deja como ejercicio al lector.

2.3. Seudoinversa de Moore--Penrose.

Consideremos vdos espacios vectoriales X y Y de dimensién finita
y una transformacion lineal T entre estos espacios vectoriales. De
esta forma, tenemos definidos los subespacios N(T) y R(T) de X y Y,
respectivamente. Es posible definir la transformacion

T: N — R(T)

por
T(x) = T(x), x € N(T)" .

PROPOSICION 2.3.1. T es biyectiva.

DEMOSTRACION 2.3.2. Se deja como ejercicio.

Del resultado anterior tenemos definida la inversa
T~ R(T) — N(T)* .

A continuacion haremos uso de esta transformacién para describir la
inversa de Moore--Penrose de T.
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DEFINICION 2.3.3. La pseudo--inversa de Moore--Penrose esta dada
por la transformacion,
TH:Y — X
defnida por
T'y=T"'(n)
donde y esta descompuesta de manera Gnica como y = y; + )», con
Y1 € R(D Y y2 € R(D*.

TEOREMA 2.3.4. Sea A € MI"*™. Entonces G = A" siy sélo si
P1: AGA = A.
P2: GAG =G.
P2: (AG)! = AG.
P3: (GA)! = GA.
Mads aun , la pseudo--inversa siempre existe y es unica.

En el caso de matrices cuadradas no--singulares, es decri, con deter-
minante no nulo, I inversa de la matriz satisface todas las propiedades
establecidas por Penrose en 1955. Asmismo, si consideramos la inversa
derecha o izquierda de la matriz rectangular, estas deben satisfacer no
menos de tres de estas propiedades.

PROPOSICION 2.3.5. (1) Si A es suprayectiva (renglones inde-
pendientes)(A es invertible por la derecha)entonces A’ =
AlAAHL,

(2) Si A es inyectiva (columnas independientes)(A es invertible por
la izquierda)entonces AT = (AtA)~1 AL
o1, six #0;

(3) Para cualgquioer escalar x, x' = )
0,si x=0.

A continuacion se presenta una serie de resul tados concernientes
a la pseudo--inversa de Moore--Penrose.

TEOREMA 2.3.6. SiA € R"™" yU € R™*™ V ¢ R"" son matrices
ortogonales, entonces
(UAV)T = VIATUL.

DEMOSTRACION 2.3.7. Verificar cada una de las condiciones de
Penrose.

TEOREMA 2.3.8. Sea S € R™ ™ una matriz simétrica tal que U'SU =
D, donde U es una matriz ortogonal y D una matriz diagonal. Entonces
St = UD%agU!, donde D' es una matriz duagonal.

TEOREMA 2.3.9. Si A € R™*" entonces
(1) AT = (AtA)TAL = ALAADT,
(2) (AHT = (AT,
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DEMOSTRACION 2.3.10.

Estos ultimos dos resultados dan una idea bastante clara de que, al
menos tedricamente, es posible calcular la pseudo--inversa de Moore--
Pentose para cualquier matriz. Esto debido a que los productos AA! y
A!A son matrices simétricas.

De la misma manera, que, en general, el producto de matrices no
es conmutatuvo, tampoco, lo es la pseudo--inversa de Moore--Penrose.

. . 1
Para mostrar esto, basta considerar las matrices A =[01] y B = { 1 } .

Bajo ciertas condiciones necasrias y suficientes la anterior propie-
dad se satisface.

TeEOREMA 2.3.11. (AB)' = BTAT su y sélo si se satisfacen las dos
condiciones siguientes:
(1) R(BB'AY) Cc R(AY, y
(2) R(A'AB) C R(B).

TEOREMA 2.3.12. (AB)' = BIAl, donde B, = ATABy A, = AB,BI.
TEOREMA 2.3.13. Si A € R™" y B € RTX™, entonces (AB)' = Bf Af.

DEFINICION 2.3.14. Decimos que una matriz A es normal si AA =
AtA.

Toda matriz simétrica, anti--simétrica u ortogonal es una matriz
normal.

TEOREMA 2.3.15. Para A € R"™*",
(1) ATA = A.
2) (AAHT = AT(AHT, (AADHT = (AHTAT,
3) R(AT) = R(AY) = R(ATA) = R(ALA).
4) N(AT) = N(AAT) = N((AAHT) = N(AAD) = N(AD).
5) Si A es normal, entonces AKAt = ATAX y (A% = (AT)X para todo
numero natural k.

TEOREMA 2.3.16. Si A € R"™*?, B € R"™*™, Entonces R(B) S R(A) si
y solo si AATB = B.

DEMOSTRACION 2.3.17. Supongamos que R(B) € R(A), donde A €
R™*P y B € R"™™, Sea x € R™, entonces Bx € R(B) € R(A), por lo que
existe y € R” tal que Ay = Bx, por lo que

Bx = Ay = AATAy = AATBx.

Por otra parte, supongamos que AA'B = By tomemos y € R(B),

entonces existe x € R™ tal que Bx =y, de esta forma

= Bx = AATBx = A(ATBx) € R(A).

Py
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2.4. Descomposicion en valores singulares

En cursos de métodod numéricos es muy comun encontrarse con
distintos tipos de descomposiciones para ciertos tipos de matrices.
Tales descomposiciones o factorizaciones permiten resolver sistemas
de ecuaciones lineales: De entre este tipo de factorizaciones podemos
mencionar lass llamadas factorizaciones LU, QR, entre otras. Una de
las caracteristicas es que estas descompocisiones no existen para todo
tipo de matrices, sino, como lo mencionamos, para tipos especiales de
ellas.

A continuacién mencionaremos una factorizacién que existe para
cualquier matriz.

Una descompocision en valores singulares de una matriz A €
R™*M es una factorizacion de la forma

A=U3V!

donde U € R™*™ y V € R"*™ son matrices ortogonales (es decir,
UU' = Lxm Y VV! = I,x») Y = es una matriz que en sus entradas fuera
de la diagonal son nulas, mientras que las entradas de la diagponal son
elementos no negativos. Estos elementos sobre la diagonal son llamados
los valores singulares de A, mientras que los vectores columna de las
natrices U y V son llamados los vectores singulares izquierdos y
vectores singulares derechos de la matriz A.

La gama de aplicaciones de la decomposicion en valores singulares
de una matriz es bastante rica. Una de las aplicaciones mas impactanes
de esta descomposicion es al comprimir imagenes fotograficas digitales.

Antes de continuar, y para tener una mayor claridad al establecer
el siguiente resultado, mencionesmos algunos aspectos de matrices
diagonales.

En el caso de que m > n; es decir, que la cantidad de renglones sea
mayor a la cantidad de columnas, entonces,

(03] 0 0
0 0?2 0
S = 0 =diag (o On)
- 0 On - g 1 yUn
... 0
0 0 O

En el caso que m < n, tenemos
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(0] 0 ... O
s = 0o . 0 : 0 | =diag(o,...,0m).
: om ... O

De esta forma, es posible escribir,
S =diag (01,..., Ominfmn}) -
donde los elementos sobre la diagonal satisfagan las desigualdaes
01> 022+ 2 Omin{mn} = 0.
TEOREMA 2.4.1. Si A € R™*™ Entonces existen matrices ortogonales
UeR™™MyV e R"™™ tales que
A=UsV!

S 0
donde . =
( 0 0
nales son tales que o > 02 > -+ > 0, > 0. Mds aun, la matriz A puede
escribirse como

S 0 vt ¢
A=[ U Uz}(o 0)[V§]=U15V1. (2.2)

Las submatrices son tales que U, € R™*" U, € RM™*m=7) y/, ¢ R"*"
y Vo € R donde v < min{m,n}. Ademds los subbloques de la
matriz 3. deben tener dimensiones compatibles con las demds matrices y
submamtrices.

), S =diag{oi,0,...,0,} y los elementos diago-

Antes de escribr la demostraciéon de Teorema de Descomposicion
en Valores Singulares, detengamonos un poco en el mismo.

Si escribimos las matrices ortogonales U y V en términos de sus
vectores columna,

U=(111 U ... llm),

y
V=(Vvi V2 ... Vy)

entonces la descompicion en valores singulares de la matriz A puede
escribirse como

k

= uvt

A= g oju;v;.
j=1

DE esta forma, la matriz A se escribe como la suma de matrices de
rango uno.
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2.4.1. Descripcion geométrica. Cuando consideramos una matriz
A € R™*" de rango v, y la vemos como transformacion lineal, R"
(dominio de A) y R™ (contradominio) pueden descomponerse como

R" = R(A") & N(A)
(la primera componente es el llamado espacio--renglon) y
R™ = R(A) & N(AH

las componentes de R" tienen dimensiones dim R(A!) = r y dim N (A) =
n — v; mientras que las componentes de R™ ienen dimensiones
dimR(A) = r, y dimN(AY) = m — r. Estos custro subespacios
son los subespacios fundamentales asociados a una transformacion
lineal. Ademas, si consideramos un vector x € R" (dominio de la
transformacion lineal), a este vector lo podemos decomponer en sus
componentes en el espacio--renglén y su componente en el nicleo A/(A)
de la transformacion.

Para el caso particular de matrices en A € R?*2 se tiene que la
imagen de una circunferencia es un elipsoide. Por otra pate si tenemos
la descomposicion en valores singulares de A y su sistema propio
asociado esta dado por el par de ternas

{(vi,u, 0q), (v2, 02, ) }
las cuales son tales que por una parte
vilvy, u;luy
y por otra
Av] = xju; Avy = doUp.
La razén entre los valores propios singulares g—f mide el grado de

deformacion, ya sea alargamiento o achatamiento en las direccioes de
los vectores propios izquierdos.

2.4.2. Descomposicion en valores singulares y el mal-condicio-
namiento. Dado el problema

y = Ax, + € € R™, x, = xverdadero

donde € € R™ es un vector de error. Queremos dar una estimacion del
valor de x a partir de los datos. Habra algun problema para resolver
esta cuestion?.

Si buscamos resolver la ecuacién y = Ax. Si tomamos un elemento
Xo € N(A), entonces por la linealidad de A tendremos que

AXx = A(X + Xg).

De esta forma, si el ntcleo de A es no trivial, entonces la solucion al
problema no necesariamente es tnica.
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La descomposicion en valores singulares A = USV' de A nos provee
de una herramienta que nos permite caracterizar a N'(A).
TEOREMA 2.4.2.
N(A) = {Vps1, Vpi2, .-, Vi }).
DEMOSTRACION 2.4.3. Como sabemos,
S=diag{cy, oo, .., 0}

donde k = min{m,n} y ademas, los valores singulares estan escritos
de manera no creciente

XL >0 2> 20> Oy =+ =0 =0.

Como V esta dado por

V=(vVvi Vo ... Vv, )€ER™"
donde
0, sip+1 <j<n.

De lo anterior se tiene claramente que
N(A) = ({Vps1, Vps2, oo, Vi }).

A continuacion daremos una descripcion del rango R(A) de la
transformacion A.

TEOREMA 2.4.4. Si la ecuacion

y = AX
tiene solucion, entonces
R(A) = {uy,...,u}).

DEMOSTRACION 2.4.5. Supongamos que y € R™ y que para algan
vector X € R" se tiene que
AX =Y.
Como x € R", entonces lo podemos escribir como combinacion

lineal de los vectores columna de la matriz V; es decir, existen x; € R,
i=1,...,n tales que

n
X= E XiVi,
i=1

donde x; = v;x.
Un calculo directo muestra que
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y = AX

n
= A(E XiVi)
i=1
n
= E Xl‘AVi
i=1
n
= 5 Xi &l
i=1
v
= E XiXiU;.
i=1

Estas igualdades muestran, en consecuencia, que
y € R(A) =< {uy,..., 0} >.

COROLARIO 2.4.6. Si y tiene alguna componente no nula en el
complemento ortogonal de R(A) entonces la ecuacion

y = Ax
no tiene solucion.

DEMOSTRACION 2.4.7. Si y tiene alguna componente no nula en
el complemento ortogonal de R(A); es decir, si para algin i €
r+1,7+2,...,n se tiene que uly # 0, entonces la ecuacion

y = AX
no tiene solucion.
Ahora consideraremos la relacion de la descomposicion en valores
singulares de A y el mal--condicionamiento del problema
y = AX.

Supongamos que y € R(A); Los calculos realizados en la de-
mostraciéon del ultimo teorema muestran que si y = ZLI yiu; y
X = 2111 Xx;V;, entonces la ecuaciéon y = Ax implica que

oaixi=y, 1 <i<r

Y, en consecuencia,
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X = ixivi
i=1
r .
B @)

i=1

_ 1 " X1 v
R x; YiVi.

i=1
Resumiendo

v
o2 (&)
X=— — | )ivVi
x o
1 i-1 i
En el caso de que g—] < 1, entonces, los errores al determinar y
son amplificados por un factor igual a &- dando lugar a estimaciones
r

ruidosas o de plano inutiles del vector solucion x.

2.5. Truncamiento de DSV y solucion de sistemas de ecuaciones
lineales.

Desde los cursos elementales de algebra lineal es una sensacion el
considerar a los sistemas de ecuaciones lineales de la forma

Ax=Db

donde A € R™*" y b € R™, como una parte simple y quiza hasta
inocente de los métodos matematicos. El problema es estimar al vector
x € R™ que resuelva el sistema de ecuaciones lineales.

A continuacion usaremos la herramienta que representa el poder
descomponer la matriz A en la forma USV! para estudiar la solucion al
sistema de ecuaciones lineales propuesto.

Si sustuimos la matriz A por su descomposicioon obtenemos que

UsVix =h.

Recordemos que la matriz U € R™*™ es una matriz ortogonal, es decir,
UU' = 1I; € R™*™, De esta forma al multipliar la igualdad anterior por
Ut ala izquierda, obtenemos

U'usv'x = U'b,
de donde
SVix = U'b.
Si escribimos Vix = X y U'b = b, obbtenemos
% =b.
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A continuacion consideraremos dos posibilidades: cuando m < ny

cuando m > n.
Primero consideremos el caso cuando m < n. Supongamos, como

lo hemos hecho a lo largo de esta parte de las noas, que

X >0 20 > Ky =+ =0y = 0.
ASi, si
X1 0 P 0 ... 0
X3
S = &y
0 0O 0 0
0
0 0O 0 0
entonces la igualdad
S%=b
se traduce en el sistema
Xy 0 e 0 . 0 5(1 ~
X2 552 @1
b,
oy =
0 0 0 0 .
... 0 b
o ... 0 O 0 Xn
de donde claramente se tiene que
%= —by, j=1,2,....7
.] - aJ J’ J - ) "y
y X; toma valores arbitrarios para j > k.
Mas generalmente, si escribimos, por una parte
V = [Vl VZ]!
donde V; y V, tienen ¥ y n — ¥ columnas y por otra parte
U = [U, Ua],

donde U; y U, tienen r y m — v columnas, entonces la solucién general
esta dada por
v 1 n
X= —Dbjvj+ Xjv;.
S b 3w

Jj=r+1
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Si escribimos

Xp.

n
E XjVj
J=r+1

entonces tenemos que
Ulb +xq,

con Xy € N(A).

En los casos cuando m = ny m = n = v se tiene que la solucién al
problema esta determinada de manera Uinica, y en tales casos se tiene
ademas que la solucién esta dada por

23]
Ub=A"'b.

1

oy
Por otra parte, si en la solucién general tomamos xy, = 0, entonces
obtenemos la solucién de Norma Minima,
1
x1

1
09 t

X = V] . Ulb
' 1
&y
1
1 L
2
=V ) Utb
o
0
0
donde )
= 1
X
\% X Ut = At
o
0
0

donde AT es la pseudoinversa de la matriz A.
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A continuacion consideraremos el caso cuando m > n. Es decir,
cuando la matriz X tiene la forma

X1
X2
S = o
0 0o ... O
0 o ... O

donde, como lo hemos considerado hasta el momento, se satisfacen las
desigualdades

Kl 202> 20 > Oypyp = =0y =0.

La ecuacion XX = b esta descrita por el sistema

X1

04 X1 A
? X by
b,
Kp = :
0 0O ... O lAa.
PR . PR )’\CTL m

0 o ... O

Y las soluciones al sistema estan dadas por

aXj=bj; 1<j<m,
mientras que las entradas ultimas entradas del vector b estan dadas
porb;=0,conj=r+1,...,m.

El problema de cuando es posible satisfacer este ultimo sistema
de ecuaciones lineales no depende de X. Solo podemos determinar los
primeros términos de la solucion definidos por

. _b; .
Xj=-2,1<j<mr.
K
Ahoa bien, al definir el vector x como
1

x

x=V 1 Utb
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Observemos que

1% 2 Ut = Al

De esta forma se satisface la ecuacion
Ax=h
de la mejor manera posible, minimizando la norma de la solucién.

Recordemos que tenemos una matriz A € R™*", Supongamos que
m >nyb € R" es un vector dado.

DEFINICION 2.5.1. El problema de lineal de minimos cuadrados
consiste en determinar un elemento del conjunto

X = {x e R"|p(x) = ||Ax — b||es minimo.}

De esta forma, en el caso m > n, la solucion que hemos hallado es
la solucion de minimos cuadrados la cual a su vez tiene norma minima.

En todos y cada uno de los casos, la pseudo--inversa AT de A esta
dada por
Al = vyt e RP™

1 1 1
st =diag{,,...,,0,...,0}
o K oy
Vv &, es el valor singular no nulo mas peugnho.
Antes de continuar, nos detendremos un poco para considerar el

problema lineal de minimos cuadrados y algunas de sus caracteristcas.

donde

2.6. Minimos cuadrados

El problema de minimos cuadrados surgid originalmente de la
necesidad de ajustar un modelo lineal a un conjunto de observaciones.
Con el fin de reducir la influencia de los errores en las observaciones
puede resultar tentadora la idea de considerar una mayor cantidad de
observaciones de manera que este nimero de obsevaciones sea mayor
que el nimero de incognitas existentes en el modelo. De esta manera
tendriamos un sistema de ecuaciones lineales sobredeterminado mod-
elado donde se busca determinar un vector x € R" de manera que Ax,
donde A € R"™*" sea la mejor aproximacion posible al vector b. Pero,
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;Jqué significa la expresién “mejor aproximacion"?. En este sentido
entendermos a un vector x que minimize el problema

min ||[Ax — b||;, A€ R™", beR™, (2.4)
X

donde ||x||,» representa la norma euclideana.

Al vector x que sea solucion del problema de minimizacion anterior
se le llama una solucion del problema lineal de minimos cuadrados
Ax = b. Si consideramos el vector

Iy=Ax—b (2.5)

llamado vector residual, donde r = (14, ..., 7,,), entonces una solucion
de minimos cuadrados minimiza la funcién

fm =l =>"77
i=1

En el caso de que el rango de la matriz A sea menor a n, entonces la
solucion por minimos cuadrados no es Unica. Sin embargo, de entre
todas estas soluciones posibles del problema de minimzacién existe
s6lo una soluciéon que también minimize ||x||>.

Antes de continuar, recordemos que una nocion que resulta de gran
utilidad en muchas situaciones es la de proyeccion de un vector x sobre
otro vector y o sobre un subespacio W del espacio euclideano R". En el
primer caso, se tiene que la proyecion esta la podemos obtener a partir
de la igualad

X"y = x|y cos 0
donde 0 es el angulo entre los vectores X y y. Ademas si denotamos
por p al vector que resulta de proyectar x sobre y entonces

|
[1x]]2
y en consecuencia
ol = 2
2= T
[yll2
Como los vectores y y p apuntan en la misma direccion, entonces
p = proy Xy
= VX = ——V.
vy
En el caso de querer obtener la proyeccién sobre un subespacio W
de R", donde {wi,...,w;} es una baso ortogonal de W, entonces la

proyeccion de x sobre W se obtiene como la suma de las proyecciones
de x sobre cada una de los elementos de la base de W; es decir,
LT
D= proywx =

=1 i
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Una de las propiedades interesantes de la proyeccion de un vector
sobre un subespacio vectorial de R" es que tal proyeccion es el punto
de W mas cercano al punto x.

;Qué tien que ver esta nocion de proyeccion ortogonal con
minimos cuadrados lineales?. Supongamos que tenemos un sistema
de ecuaciones lineales

el cual es inconsistente. Si no es posible resolver el sistema de
ecuaciuones lineales, jseria posible hallar una solucion aproximada?.
Una forma de resolver esta cuestion consiste en halla un vector x de
manera que minimizemos la distancia entre todas las imagenes Ax y el
vector b, distancia dada por

lIAx — b||.

Una solucién que minimize este problema es lo que hemos llamado
una solucion por minimos cuadrados. Una dificultad para hallar esta
solucion es que de acuerdo a lo comentado anteriormente es necesario
conocer una bse ortogonal de vectores para A(R"). Lo que podemos
hacer en esta situacion es resolver el problema

AX =P = proyaznb. (2.6)

De esta forma, el vector Ax —b es ortogonal a A(R™). De esta forma
este vector diferencia es ortogonal a cada uno de los vectores columna
de la matriz A y en consecuencia

AT(Ax —b) =0,

equivalentemente
ATAx = ATh. (2.7)

De hecho, es claro que esta condicion es necesaria y suficiente para que
el vector x sea solucion por minimos cuadrados de la ecuacién Ax = b.

Observemos que x € X siy solo si Alr =0, donder =b — Ax es el
vector residual asociado con x. Como A'r = Af(b — Ax) = A'b — A'Ax,
entonces la ecuacion A'r = 0 puede reescribirse como Afb = A’Ax. Esta
ultima ecuacién es llamada la ecuacion normal. Dicho de otra forma,
x € X siy soélo si x es solucién de la ecuacion normal.

Observemos que minimizar la distancia euclideana ||[Ax — b|| es
equivalente a determinar un vector x para el cual el vector p = Ax es el
vector mas cercano al vector b. Para logar esto, se debe satisfacer que
el vector residual r = b — Ax debe ser ortogonal al rango R(A) de A.E Es
decir, si Ay es cualquier elemento del rango de A entonces
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e}
|

(Ay)'(b — Ax)
yviAl(b — Ax)
vi(A'b — A'Ax)
pero al ser arbitrario el vector y, entonces se debe satisfacer que
Alb — A'Ax = 0; es decir Afb = A'Ax.

En el caso paricular de que A sea una matriz de rango completo
(por columnas), entonces se tiene que x = (A'A)"1A'b.

2.6.1. Factorizacion QR.

TEOREMA 2.6.1. Sea A € R™*", A puede factorizarse como un
producto de la forma
A=QR, (2.8)

donde Q es una matriz ortogonal y R es una matriz triangular superior

Es comun tener la situacion de sistemas de ecuaciones lineales
sobredeterminados, es decir, con mas ecuaciones que incognitas, es
decir, donde m > n con rango maximal por columnas. En tal caso las
matrices R y Q toman, respectivamente, las formas dadas por

R= ( %1 ) , con R € R™™" (2.9)
y
Q=(Q1 Q;),conQ; € R™M"yQ, e R™*m=m, (2.10)

TEOREMA 2.6.2. Sean A € R™*" conm > n yran(A)=ny A=QR
su factorizacion QR. Entonces

e Los vectores columna de Q. forman una base ortogonal de
R(A).

e Los vectores columna de Q, forman una base ortogonal de
M(AT).

e La matriz R, es no singular.

A continuaciéon resolveremos el problema de minimos cuadrados
en este caso, es decir, queremos minimizar la distancia

[|Ax — b||,.

Si Q es cualquier matriz ortogonal entonces Q y QT preservan la
distancia euclideana, por lo que equivalentmente desamos calcular

min [|Q7(Ax — b)||;
Pero si A = QR, entonces

Q'(A) = QT(QR) = (QTQR=IdR =R
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por lo que

Rix — Q{b

. T _ . _ T _ .
min ||Q" (Ax — b)[|> = min |[Rx — Q" b)||> = min 0x— Qlb

’

2

donde, el la ultima igualdad hemos hecho uso de las presentaciones
(2.9) vy (2.10) de Ry Q, respectivamente.

Observemos que, independientemente del vector x, siempre ten-
dremos un error no nulo debido a la existencia de la componente
0x — Qb en el problema de minimos cuadrados, la cual no es posible
minimizar; pero lo que si podemos es resolver la ecuacion

Rix= Q{b

De esta forma, es posible minimizar el problema de minimos cuadrados
resolviendo este °’ultimo sistema de ecuaciones lineales. Una ventaja de
usar la descomposicion QR es debida al hecho de que es mas sencillo
resolver este sistema de ecuaciones lineales que resolver las ecuaciones
normales, las cuales son casi siempre mas mal condicionadas que el
sistema a resolver obtenido mediante la descomposicion QR de la
matriz A.

2.6.2. Solucion de minimos cuadrados usando TDVS. Sea A €
R™>" con descomposicion en valores singulares dada por

A=UzsvT =Uuzv]. Por Teorema 2.2.

En esta situacion tenemos que

|Ax — b5 = [|[USV'x — b||3 (2.11)
= |=vix - U™b||3 Debido a que U es ortogonal
(2.12)
= ||=z — d||3 dondez=V'xyd=U"b
(2.13)

Q68 (a)- ()l
()

=[[Sz1 —di 3 + ]| — a3

2

Es decir,
|Ax — b||5 = [|Sz; — dy[|5 + || — d2 |3 (2.14)

Observemos que si tomamos z; = S~ 'd; entonces podemos
minimizar la tltima expresion del conjunto de igualdades anteriores, y
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en consecuencia, hemos minimizado ||Ax — b||, siendo el minimo dado
por ||d3|, donde la componente z, de z es arbitraria.

Antes de continuar, observemos que de la ecuacion (2.13) se tiene
que

d=U"b
[ Ub
=\ ulb
(4
- a )
Como consecuencia de estas igualdades y de la ecuacién (2.13)
tenemos que

x=Vz
VA
=V1Z1+V222

= V15_1d1 + Vozo
=ViS7'Ub + Vaz,
Es de notar que al ser arbitraria la segunda componente z, del
vector z entonces V,z, también resulta ser vector arbitario, el cual esta

contenido en R(V») = N (A). De esta forma hemos logrado escribir el
vector x en la forma

x=A'b+ (Id — ATA)y

donde el vector y es un vector arbitrario.
Finalmente, minimo del residual de minimos cuadrados esta dado
por

Idz]l2 = Uz D]|2.
De los argumentos anteriores tenemos un resultado que no
podemos dejar pasar desapercibido.

PROPOSICION 2.6.3. Si X es solucion del problema de minimos
cuadrados || Ax — b|| entonces

x=A'b+ (Id — ATA) y. (2.15)

Asimismo, hemos obtenido distintas condiciones euivalentes para
que el vector residual del problema de minimos cuadrados se anulen,
las cuales estan dadas por

(1) El vector b es ortogonal a todos los vectores de Us.
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(2) El vector b es ortogonal a todos los vectores contenidos en
R(A)™ .
(3) El vector b esta contenido en R(A).

De las igualdades
I (1d — AAT) b||3 = ||U2 U3 b3
=bU,UIU,UMD
=bU,U!b
= lUTb3

se tiene que || (Id — AAT) b|| es otra expresion para el vector residial
del problema de minimos cuadrados.

El *** no resuelve el problema de determinar x en Ax = b a partir
de b cuando este vector contiene ruido. Una solucion posible es usar
un truncamiento de la descomposicion en valores de la matriz de
coeficientes A. (TSVD por sus siglas en inglés).

Para ver esto, consideremos que x € R" es la solucién verdadera
del problema con ruido; decir, que x es tal que se satisface la igualdad

b=Ax+¢

donde by = Ax es la senal sin ruido y € es el ruido.
Supongamos que la descomposicién en valores singulares de A esta
dada por

A=UzU"'
con X = diag{a, &2, ..., Cminfmn}s0s. .., 0}
Sea {vy,..., Vv, } unabase de V y escribamos al vector x en términos

de esta base

n
X = E XJ'VJ'
Jj=1
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donde X; = Vg.x lo podemos ver como la componente del vector x en la
direccion del elemento v; de la base determinada por V.

DEFINICION 2.6.4. Dado el vector x definimos el truncamiento de
orden k de la descomposicién en valores singulares como el vector
dado por

<0 _ Zk: 1
oT

Observemos que la parte derecha de la igualdad dada en la
definicion anterior no es mas que otra forma de escribir el producto
matricial

[Vi Vo ... Vi] [wuy ... wlb.

1

(433

Asimismo, si denotamos Vi = [vi Vo ... Vi] VU = [u1uy ... uk]t
entonces podemos escribir el mismo producto como

Sustituyendo b = AX + € en esta expresion, tenemos que

W -(‘b)v;

|
‘M’V
Q‘H

~
Il
—_
~

(uj(Ax +E)V;

Il
.Mw
Q‘»—A

~
I
—
.

( Ax VJ+Z—(u€

L‘Q‘r—A

j=1
Por otra parte tenemos que

.

tAx — ut tx) = oo

wiAx =u' > we (ViX) = o%;;
-1
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por lo que obtenemos una expreson final para ¥, el truncamiento de
orden k del vector x, expresion dada por

k k 1
k) _ XV — (ut .
LED SETIRD SE
. —
Jj=1 Jj=1

Podemos usar esta expresion para X% con el fin de calcular la
distancia de ¥ al vector x. Para lograr esto calculemos primero x —%¥:

x —x® = Z XV, +Z u Lev;.

J=k+1
Ademas observemos que por una parte Z}ikﬂ Xjvi €< {Vis1y. ooy Vn} >
y por otra ZJ 1% Lt €V €< {v1,...,v§} >, por lo que calcular la

norma de esta d1ferenc1a es simple,

I — 29 = HZXJVJHZHIZ uE)VJII2

J=k+1
n k
1
= E +- E —
O(
J=k+1 Jj=

Ahora procedamos a analizar cada uno de estos dos sumandos. Por
un lado, el primer sumando es completamente independiente del ruido
€. Ademas este primer término es llamado bias asociada a la estimacion
%%y se satisface que

n

E 5(3 — 0 cuando k — n.
J=k+1

Con respecto al segundo término, este resulta ser una reconstruccion
del ruido €, reconstruccion que aumenta al tomar k cada vez mas
cercano a n. Si los ultimos valores singulares son grandes, esta
reconstruccion se sale de control, es decir, puede crecer mucho.

Una situacion afortunada seria que pudiésemos elegir un valor de
k = kop: de tal forma que

kopt = mln Ix — X(k)HZ

Pero, nos encontramos con una situacién problematica, para resolverlo
necesitamos conocimeinto del valor verdadero x. Ante esto, solo
podemos hacer uso de soluciones aproximadas.
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2.7. Principio de Discrepancia de Morozov

Uno de estos métodos es el llamado Principio de Discrepancia de
Morozov. Con el fin de establecerlo, consideremos que se tiene una
esimacion de la norma del ruido, digamos que

lell < n,
es decir, el verdadero valor x es tal que
[Ax —b|| < n,

y este es el Unico dato que conocemos a priori.

De esta forma, si hallamos una estimacion X de x de tal manera que
|[AX—b|| < n, entonces tomando en consideraciéon nuestra informacion
obtenida a priori, tenemos que esta estimacién X es factible. Por otra
parte, al aumentar el valor de k en la estimacion %X esto nos llevara a
la obtencién de ruido, por lo que se hace necesario hallar una k lo mas
pequegna posible.

El Principio de Discrepancia de Morozov nos dice que debemos
elegir la k m°as pequegna de tal forma que las siguientes igualdades
seab satisfechas:

(1) A%Y —b|| < n,y
) |Ax*D —b| > n.

De esta forma, lo que establece el principio de discrepancia de
Morozov es toma k como el minimo entero positivo para el cual la
norma de la discrepancia AX*¥) —b es menor que la norma de los datos.

Inmediatamente surge la incognita de si es posible elegir k de este
modo. La respuesta es afirmativa en el caso de que b € R(A) como se
muestra a continuacion.

Recordemos que por una parte

.
Ax =) “uja; (vVix),
-1

y por otra
R(A) =< {uy,...,u} >.

De esta forma, como b € R(A), entonces
v
b= Z I;J'UJ'.
j=1

Por lo que

r

1~
21—
X" = —Dbjv;
> b

=



58 2. PROBLEMAS INVERSOS EN ESPACIOS DE DIMENSION FINITA

(VERIFICAR ESTA IGUALDAD!!MNN y en conscuencia,
r v 1 r 1 v
- o | vE b = xi—b. = b
—Zu]cxj v Zablvl _ZuJaJoTb =2 bu;
J=1 =1 Jj=1 j=1

para la norma de la discrepancia para el entero positivo k se tiene que

v
|A%% — bl = Z b% — 0 cuando k — 7.
J=k+1

2.8. Método de la curva--L

Es otro método heuristico para elegir un buen valor del entero
positivo k.
Observemos que la sucesion

5 = [ ARY — b

de las normas de las discrepancias es una sucesién monédtonamente
decreciente; es decir,

So=|bl|>61>-->06,=

Ademas, al considerar la sucesion v, de las normas de los k trun-
camientos ¥, se tiene que

= %% = IIZ VJII2

y tal sucesion es una sucesion creciente. M’as aun,

k ule

(k)2 o J
1902 =37 (2 ).
-_ J
Jj=1
por lo que si &; — 0 entonces se tiene que el término debido al ruido
comienza a dominar.
Al usar la funcion
k — (log vy, log 6y)
y graficar los pares
(log vy, log 6)
obtenemnos una grafica en forma de letra “L"; de ahi el nombre de
método de la curva--L.
Lo que ocurre en la “esquina” de la curva “L", si es que realmente
teemos una curva de esta forma, es que la discrepancia no disminuye

masy el ruldo toma el control. De esta forma este método lo que nos
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sugiere es que hay que detenernos al momento de llegar a la esquina
de la letra “L".

2.9. Aspectos computacionales con Matlab

Yook skskok ok ok sk o ok skok ok o sk sk ok o ok skokok o ok sksk ok ok ok skokok ok ok
b
% Deconvolucion 1-dimensional

% Usando truncamiento de la

% Descomposicion en Valores Singulares
0

/2

%****************************************

%khts Consideraremos una seal de entrada "x" y una matriz A
%hht a partir de las cuales tendremos una de salida "b",

%%hk% EL problema que plantearemos es el de la reconstruccin de
%hh%h la seal original "x"

%
% %%CONSTRUCCION DE UNA SEAL UNIDIMENSIONAL
%

%La seal tendr N muestras, N puede tomar los valores 64, 128,...
N=64;

x = zeros(1,N);

x(round (N/4) :round (3%N/4)) = 1;

%%% x(round(3%N/4) :round(7*N/8)) = 2;

x = x(:); % Haremos "x" un vector vertical en lugar de uno horizontal

% SE PROCEDE A GRAFICAR LA SEAL

figure(1)

clf

plot(1:N,x,’k’,’linewidth’,2)

title(’Seal por reconstruir x’,’Fontsize’,16)
axis([1 N -.2 1.2])

set(gca,’ytick’,[0 1 2])

set(gca, ’xtick’,[1 round(N/2) N])

axis square

drawnow

print -depsc -tiff DEConv_1_seal_original
pause
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Senal por reconstruir x

Figura 2.1. Senal original, por reconstruir.

%
% %%CONSTRUCCION DE LA MATRIZ (SPARSE) A
%

% Matriz A

M = 4; % Width of PSF can vary, e.g. 1,2,3,...
tmp = linspace(0,1,M+1);

t = [-fliplr(tmp(2:end)),tmp];

psf = exp(-4%t.72);
psf = psf/sum(psf);

len = 2xM+1;

A = convmtx(psf,N);

A = A(C:, (1+M): (end-M));
A

tamagnoA=size(A)
% Calculo de la DVS

[U,D,V] = svd(A);
tamagnoD=size (D)
D

% Veamos la PSF
figure(3)
plot(t,psf,’k’)
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hold on

plot(t,psf,’k+’)

title(’Funcion de Dispersion del punto’,’Fontsize’,16)
axis square

print -depsc -tiff DEConv_2_PSF

pause

Funcion de Dispersion del punto

0.3

0.2

0.1

) L L L L L L L L L
-1 -08 -06 -04 -02 0 02 04 06 08 1

Figura 2.2. Funcién de dispersi'on del punto h(z) = exp (—4z°).

%Geometria sparse de A

figure(4)

spy (4)

[row,col] = size(A);

axis([1 col 1 row])

set(gca, ’xtick’,[1 round(col/2) coll)
set(gca,’ytick’, [1 round(row/2) rowl)
axis square

title(’Entradas no nulas de A’,’Fontsize’,16)
print -depsc -tiff DEConv_3_sparseA
pause

%Grafica de los valores singulares de A
figure(5)

semilogy(diag(D))

x1lim([1 NI1)

set(gca, ’xtick’, [1 round(N/2) NI)

axis square

title(’Valores singulares de A’,’Fontsize’,16)

61
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Entradas no nulas de A

nz =556

Figura 2.3. Geometria de la matriz sparse A.

drawnow
print -depsc -tiff DEConv_4_ValoresSingulares_A
pause

Valores singulares de A

1 32 64

Figura 2.4. Valores singulares de A.

% Construyamos una version de "b" con ruido; i.e. “b=b+ruido
b = Axx;

nivelruido 0.01; % Noise level can vary, e.g. 0.001, 0.1
br b + nivelruido*randn(size(b));
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% Veamos b y b+ruido

figure(6)

clf

plot(1:N,b,’k’,’linewidth’,2)
hold on
plot(1:N,br,’r’,’linewidth’,2)
legend(’b’, ’br=b mas ruido’)
axis([1 N -.2 1.2])
set(gca,’ytick’,[0 1 2])

set(gca, ’xtick’,[1 round(N/2) N])
axis square

title(’seal salida "b" y seal de salida con ruido "br"’,’Fontsize’,16)
drawnow

pause

print -depsc -tiff DEConv_5_b_br

senal salida "b" y senal de salida con ruido "br"

—b
——— br=b mas ruido

Figura 2.5. Senales de salida b y salida con ruido br.
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% Inversion usando DVS
% Reconstruccion "directa" de x: x=A\Amr

recdir = A\br;

% Reconstruccion a partir de datos con ruido usando valores singulares
% grandes

% se descartan valores singulares menores que una tolerancia dada
tolerancia = .10;
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rec = pinv(A,tolerancia)*br;
% VEAMOS LA RECONSTRUCCION

figure(8)
plot(1:N,recdir,’r’,’linewidth’,2)
title(’Reconstruccion "directa" de seal con ruido x=A\ mr’,’Fontsize’,
axis([1 N -.2 1.2])

set(gca,’ytick’,[0 1 2])

set(gca,’xtick’,[1 round(N/2) N])

set(gca, ’xticklabel’,{})

set(gca,’yticklabel’,{})

axis square

print -depsc -tiff DEConv_6a_segnal_ruido_ReconstruccionDirecta

Reconstruccion "directa" de sefial con ruido x=A\ mr

Figura 2.6. Reconstruccién x = A - br.

figure(9)

plot(1:N,rec,’r’,’linewidth’,2)

title(’ Reconstruccion usando Truncamiento DVS’,’Fontsize’,16)
axis([1 N -.2 1.2])

set(gca,’ytick’,[0 1 2])

set(gca,’xtick’,[1 round(N/2) N])

set(gca, ’xticklabel’,{})

set(gca,’yticklabel’,{})

axis square

print -depsc -tiff DEConv_6b_segnal_TruncSVD
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Reconstruccion usando Truncamiento DVS

Figura 2.7. Solucién de x = A - br usando DVS.

% VISTAZO A LOS VECTORES SINGULARES (vectores columna de la matriz ortogc

figure(10)

subplot(2,2,1)
plot(1:N,V(:,1),’k’,’linewidth’,2)
title(’Primer vector singular’,’Fontsize’,16)
axis([1 N -.2 .41)

set(gca, ’ytick’, [0 1 2])

set(gca, ’xtick’, [1 round(N/2) N])

set(gca, ’xticklabel’,{})

set(gca, ’yticklabel’,{})

axis square

subplot(2,2,2)
plot(1:N,V(:,15),°k’,’1linewidth’,2)
title(’Quinveavo Vector Singular’,’Fontsize’,16)
axis([1 N -.2 .41)

set(gca,’ytick’,[0 1 2])

set(gca, ’xtick’, [1 round(N/2) NI)

set(gca, ’xticklabel’,{})

set(gca, ’yticklabel’,{})

axis square

subplot(2,2,3)
plot(1:N,V(:,end-15),’k’,’linewidth’,2)
title(’113avo. vector singular’,’Fontsize’,16)
axis([1 N -.2 .4]1)

set(gca,’ytick’,[0 1 2])
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set(gca,’xtick’,[1 round(N/2) N])

set(gca, ’xticklabel’,{})

set(gca, ’yticklabel’,{})

axis square

subplot(2,2,4)
plot(1:N,V(:,end),’k’,’linewidth’,2)
title(’ltimo vector singular’,’Fontsize’,16)
axis([1 N -.2 .4])

set(gca,’ytick’,[0 1 2])

set(gca,’xtick’,[1 round(N/2) N])

set(gca, ’xticklabel’,{})
set(gca,’yticklabel’,{})

axis square

print -depsc -tiff DEConv_7_vectores_propios

Primer vector singular Quinveavo Vector Singular

]

113avo. vector singular Ultimo vector singular

Figura 2.8. Algunos vectores propios de A.



Capitulo

Métodos Iterativos

TEOREMA 3.0.1. Si A € R™™" es una matriz simétrica entonces A
tiene una descomposicion de la forma

A=QAQ ' =QAQ"

donde Q es una matriz real ortogonal cuyos vectores columna son los
vectores propios de A 'y A es una matriz diagonal real cuyos elementos
de la diagonal son los valores propios de A.

Una forma cuadrdtica en R™ es una funcion

f:R*" >R
de la forma

fx) =x"Ax (3.1)
donde A es una matriz simétrica. Diremos que la forma cuadratica es
positiva definida si

fx)>0 (3.2)

para toda x y el iinico punto donde f se anula es el origen. Siremos que
la forma cuadratica es positiva semidefinida si la desigualdad (3.2) se
satisface para cualquier vector x. De manera smejante se dice que una
matriz simérica A € R™*" es una matriz positiva definida si la forma
cuadraatica asociada f(x) = x’ Ax es positiva definida. Diremos que la
forma cuadratica es negativa semidefinida si la forma cuadratica — f(x)
es positiva semidefinida.

Sea A una matriz simétrica positiva definida, entonces el conjunto
solucién de la desigualad

x-—qQAx—q) <€

es una region elipsoidal centrada en el punto q.
En este caso, es posible diagonalizar la matriz A, obteniendo una
descomposicién para esta de la forma

A =PAP

67
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donde los vectores columna de P se obtienen al normalizar los vectores
propios de la matriz A y los elementos de la matriz diagonal A son los
valores propios de A.

TEOREMA 3.0.2. Una matriz A simétrica es positiva definida siy solo
si sus valores propios son no negativos.

La conocida factorizacién de Choleski nos provee de otra forma de
saber si una matriz simétrica es positiva definida.

TEOREMA 3.0.3. (Descomposicion de Choleski) Sea A una matriz
simétrica positiva definida. Entonces A puede descomponerse en la
forma

A =R'R,
donde R es una matriz triangular superior no singular. Mds aun, una
matriz tiene una factorizacion de esta forma solo si es positiva definida.

3.1. Subespacios de Krylov

El principal problema al que le hemos dedicado nuestra atencion
ha sido el aparentemente simple sistema de ecuaciones lineales

Ax =Db, (3.3)

donde deseamos determinar la existencia del vector X el cual satisfaga
la ecuacion (3.3), donde A € R™*" yb € R"*1,

Dado un vector x € R" definimos su vector residual asociado o
simplemente residual como el vector

re =b — A®X). (3.4)

En caso de no haber lugar a confusion alguna, denotaremos al residual
como .

Para definir los subespacios de Krylov es necesario contar con una
primera aproximacion x; de la solucién X ecuacion (3.3). Para esta
primera aproximacion consideramos su residual

I =b —A(Xl). (35)

Supongamos que este residual es un vector no nulo, ya que en caso
contrario tendriamos la solucién X = x; de la ecuacién (3.3).

Definimos el espacio de Krylov de orden k asociado al residual r; y
a la matriz A como el subespacio vectorial de R™ dado por

ATy, A) =< {rl,Arl,Azrl, ...,Ak_lrl} > (3.6)

Este subespacio se ha obtenido generando iteraciones de la forma
AJ(ry), j=0,...,n— 1, es decir con productos de A’ con r;. La idea de
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usar los subespacios de Krylov es buscar en este subespacio una nueva
aproximacién x, de la solucion x de la ecuacién (3.3).

En el caso de que el residual r; sea un vector propio de A
entonces dim R (r;,A) = 1. Si K C R" es un subespacio invariante
m—dimensional, entonces dim K (ry, A) < m.

3.2. Método del Gradiente Conjugado

De la experiencia en cursos de Métodos o Analisis Numérico un
meétodo iterativo no produce directamente la solucién X del sistema
(3.3), sino que construye una sucesioén de vectores x; € R"™ que se
espera converja a una estimacion eazonable para la solucién de (3.3).
El Método del Gradiente Conjugado es uno ejemplo de este tipo de
meétodos iterativos. Ademas, este método es el método mas clasico
donde se usa la técnica de los subespacios de Krylov.

Consideremos una matriz A € R™*" simétrica (i.e. A = AT) y pos-
itiva definida (x’ Ax > 0 para x # 0). Del Teorema de Descomposicion
en Valores Singulares 2.2 para el caso de una matriz simétrica tenemos
que A tiene una representacion de la forma

A=UzUT,

donde U € R™ " es una matriz ortogonal, 3 = Diag {d,,dz,...,dn}.
Asimismo, la descomposicion en valores singulares de A es también la
descomposicion en valores propios de A, pues si

U=[uy...,u,],
donde u; son los vectores columna de U, entonces
Allj = djuj.
Observemos que
T — 1)) — 111y, = .
0 <ujAu;=u;(du)) =duj;u;=dj,

lo que muestra que todos los valores propios (valores singulares) son

positivos.
La matriz A induce una norma
I“a:R* =R
en R", definida por
%4 = xT Ax. (3.7)
Como el conjunto {uy,...,u,} es una base ortogonal de R",

entonces todo elemento x € R" tiene una descomposicion de la forma
n
- P Y. =ul
X = E Xjuj, conX;=u;Xx.
j=1
Asi,
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x|l = x"Ax

= _xu)"AO  xaw) (3.8)
j=1 k=1
= xu)' O Axaw) (3.9)
j=1 k=1
= xu) O xAmy)
j=1 k=1
= xu)" O xidiwy)
j=1 k=1
= d;xs,
j=1

Por lo que podemos pensar a la norma

n
Ix|[3 = x"Ax = > " d;x (3.10)
j=1
como una norma euclideana con pesos en el marco ortogonal de
coordenadas {uy,...,u,} para R™.
Si X es la soluciéon verdadera de la ecuacion ( 3.3) tendriamos que
%X = A~'b. Todo funcionaria sin ninguna dificultad si la medicion del
vector b no incluyese errrores, pero en la practica cotidiana este no es
el caso.
Dado un vector x € R"™ definamos el vector error como el vector
dado por
e=X—X. (3.11)

Observemos que
Ae=AX—-X)=AX) - AX)=b - AX) =T.
En consecuencia podemos definir una funcion
¢ :R" — [0, 00)

dada por
X = [le[|3, (3.12)
la cual mide el tamafio del error. Es claro que

¢x) = |e||5 =efde=e'r=(A" ') r=r"(A"")r=r"Ar.

Ademas, es inmediato que ¢(x) = 0 si y solo si x = X.
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De esta forma, si deseamos determinar X entonces para resolver
la ecuacion (3.3) sera suficiente con minimizar la funcion ¢. Por otra
parte, aun cuando para evaluar ¢(x) es necesario conocer el vector X,
para minimizar ¢ no necesitamos evaluar esta funcion.

Para construir el método del gradiente conjugado supongamos que
tenemos una primera aproximacion x; de la solucion X de la ecuaciéon
(3.3). Su correspondiente residual esta dado por r; = b — Ax;. Supon-
gamos que r; # 0.

3.2.1. Direcciones de busqueda. Definamos la primera direccion
de busqueda como la determinada por el residual asociado a la primera
aproximacion de la solucion de (3.3); es decir, tomemos

S, =1TI7. (313)

A continuaciéon buscaremos minimizar la funcién ¢ en la direccion
de s;. Con el fin de lograr esto consideremos la restriccion de ¢ a la
recta

ll(t) =X + 1y

Para minimizar ¢ restringida a l; debemos minimizar la com-
posicion (¢ o 11)(t). De la definiciéon de ¢ tenemos que

Px; +t81) = ([x1 + t$1] — )T A([x; + ts1] — %)
= ([x1 — X]+ ts1) A([x; — X] + ts;)
=[x — ®|TAl[x; — %]+ [x; — X]"A[ts] + [ts1]" Alx; — %] + [ts,]" A[ts,]
=[x — x)TA[x; — %] + 2t[s]T A[x; — X] + [ts] Alts]
=[x; — xITAlx; — %]+ 2t[s]TAlx; — %] + t2[s;]T Als; ].
Como
AX; —X) = A(x;) — AR) = AX1) —b = —14,
entonces
P(xy +tsy) =[x — X" Alx; — ] — 2ts{r) + t*[s1]" Als; |

De esta forma, la derivada de la composicion esta dada por

a Lt
dp o L)®) _ 2tsT As; — 2slTy,
dt
y esta se anula para
slr
t=t; = 1.
S] As;

Definimos la segunda aproximacion x, de X por

X; =X + 1181,
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cuyo residual asociado esta dado por
Iy = b - AXp = b - AX; + tlsl) =(b— AXxy) — t1As; =1 — t1As;

Observemos que r; es ortogonal a la primera direccion de busqueda

Sy
sir, =sl(x; +t18)) =sT(x; — t1As)) =slr; — ;87 As; = 0.

A continuacén supongamos que se cuenta con una segunda
direccion de busqueda s, y procedamos a minimizar la funciéon ¢
restringida a la recta

lg(t) =Xy + 1S5.
Es decir, hay que determinar el valor de ¢ para el cual la derivada de la
composicion ¢ o I, se anula.

En general, en la k--ésima iteracién tomamos

ty = argmin p(x; + tsy)
s{rk

= k=1,2,...
si Asy

Una posibilidad para la elecciéon de la k--ésima direccion de
busqueda, que pareciera bastante natural, es tomar

S =Ik.

Esta eleccion de la direccion de busqueda presenta una dificultad, la
cual consiste en que ry,; resultaria ser un vector ortogonal a la k--ésima
direccion de busqueda s; debido a la forma que hemos tomado el
escalar t;. El problema es que esta eleccion de s, hace que nuestro
proceso iterativo sea bastante lento.

3.2.2. Direcciones A--conjugadas. Decimos que una familia 7 de
vectores linealmente independiente
fk={Sl,Sz,...,Sk} (314)

es A-conjugada si para cada par de vectores distintos s; y s; de la
familia 7}, se tiene que

T _
s; As; = 0.
Por el momento, supongamos que se tiene una familia 7, de
vectores de busqueda dada por los vectores {s;,S>,..., Sk} de manera

que
I: la familia conste de vectores A--conjugados, y
I < {s1,S2,...,Sk} >= R(r1, A).
A partir de los elementos de la familia 7} construimos una matriz

Tx € R™*k cuyos vectores columna sean precisamente los elementos de
.7:](:
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Ty =[s1,S2,...,Sk] (3.15)

Esta matriz Ty es tal que TJ AT, € R¥** es una matriz diagonal,
donde todos los elementos de la diagonal son nimeros reales estricta-
mente positivos.

Para mostrar esto, consideremos la entrada (i, j) de la matriz Ty

Ai>0, sii=j;

(TLATw), ;= si As; = { 0 siij.

De esta forma

A
Ao
TLAT, = _ = A € Rk*k,
Ag

Con esta eleccion de la matriz T, procedemos a minimizar la
funciéon ¢, pero ahora restringida al conjunto de busqueda de direccién
dado por

Sk =x1+ < {s1,82,...,Sk} > .

Observemos que todo elemento del conjunto S tiene la forma

Xy + 1S+ -+ S = X1 + Tt

donde
3]
t>
t=
Lk
Consideremos la funcion
RS R

dada por
I(t) = p(x1 + Trt).

De la definicion de la funcion ¢, tenemos que
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T(1) = p(x; + TxD)
=X + Tt — %) A X + Tt — %)
= ([x1 — %]+ Te)" A ([x; — %]+ Ty)
=x1 — %) Ax — %)+ (X — %) A(Tit)
+ (T A(xy — %)+ (T)" A(Tr)
= px1) +2(Ti)" Axy — %)+ (Te)" A(Tyet)
= p(x1) + 2UT{A(x; — %) + U (TLATy) t
= ¢p(x1) + 2" T} Ar; + t' At

k
= (b(xl) + Z (—thsJT-rl + t;AJ) .
j=1

Los calculso anteriores muestran que el vector t para el cual se
minimiza la funcion I' esta dado por

t
t
t= .
Lk
donde
t urhil (3.16)
7 sTAsy’ '

Es de notar que hemos obtenido los mismos valores (3.14) que cuando
usamos las rectas de busqueda I, pues también tenemos que

siTy = sy, (b — Axy)
= S,{ (b —A [Xk—l + tk,lsk,l])
=tr_1SKASKk_1 + S]{I'k_l
=S4Ty

=sir.

En vista de toda la informacion que hemos obtenido, podemos decir
que al usar direcciones que son A--conjugadas en la determinacion
de direcciones de busqueda es posible minimizar iterativamente,
haciéndolo solo una dimensioén a la vez.

Por otra parte,

Xpe1 = Xq + Tt (3.17)
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por lo que
I =b — Axpn

=b— A[x; + Tit]
=b — Ax; — A[Tt]
=11 — A[Tt],
en consecuencia,
Titp =T [r) — ATyt
=Tir; — TL ATt
=0.
La altima igualdad es consecuencia de la eleccion hecha para los valores
t;. Por lo que, ademas

Il < {s1,82,...,8k} > .

3.2.3. Eleccion de las direcciones de busqueda. A continuaciéon
estableceremos la manera de determinar las direcciones de busqueda
para determinar las aproximaciones de la solucion del sistema de
ecuaciones lineales.

Tomemos

S; =1I.

Este vector genera el primer subespacio de Krylov asociado a la

matriz Ay al residual ry; es decir,

ﬁl(rl,A) =< {Sl} > .

Supongamos que ya han sido determinadas k direcciones de
busqueda si,Ss>,...,s; de tal manera que sean A--conjugadas y tales
que

< {$1,82,..-,Sk} >= Ri(r1, A).

Definamos el k + 1--ésimo residual como

Iy = b — Axk+l .

Sin perder generalidad, podemos suponer que este evctor es no
nulo, pues en caso contrario se tendria ya al vector X. Es decir, nuetra
sucesion resultaria convegente a este vector.

Para determinar la k + 1--ésima direcciéon de busqueda si,; con-
siderémosla de la forma

Sk+1 = Trs1 + PSk. (3.18)

Es impotante recordar que deseamos que todas las direcciones sean
A--conjugadas, por ello es necesario que se satisfaga la igulad

T
SkASk+1 = 0’
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pero por otro lado, si desarrollamos la parte izquierda de la igualad
anterior se tiene que

0 =S8} A (T3, + pSk) = Sp Aryyy + pSi Asy.

En consecuencia, se ha obtenido el valor de p para el cual el vector
si+1 definido por la igaldad (3.18) satisface las propiedades buscadas:

T
Sy Al

S 3.19
si Asy (3.19)

pP=pPr=
PROPOSICION 3.2.1. La direccion de buisqueda sy, tiene las siguientes
propiedades para j < k:
(1) sJT.Ask = (As;) g
(2) sJT.Asj+1 =0.
(3) < {s1,82,..,Sks1} >= Rps1(r1, A).

DEMOSTRACION 3.2.2. (1) La demostracion de este inciso es
simple,
S;AS = S| A (Fe1 + PSi)

= s] Ay, + ps] Asg
= (Asj)TrkH.
(2) Para demostrar esta afirmacion observemos que
Asje<{si,...,sk_1} >= A (f_1(r1, A)),
ademas
A (Ri_1(ry, A)) C Rilry, A) =< {s1,..., 8¢} >,

por otra parte el connjunto

< {s1,...,8k} >
es ortogonal a ry,;. Por lo que la afirmacion se sigue
inmediatamente.
(3) Finalmente,
< {511821' . 'lsk+1} > =< {S1’S2’---1Skirk+l} >
=< fi(r, A J{ren} >
= Rk#—l(rl! A.

Los primeros dos incisos del resultado anterior nos dicen que
la nueva direccion de busqueda si,; es A--conjugada a todas las
direcciones anteriores s;, s>, ..., Sg.
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Antes de continuar, haremos algunas observaciones con respecto
al método que hemos desarrollado en estas paginas.
Primero, al calcular el valor ty,

T
SiTk = (Tk + Pr_1Sk—1) Tk = TiTx + Pr1S4_ Tk = [|1k|)®

Con toda la informaciéon obtenida en estas paginas es posible dar la
descripcion de un algoritmo, el cual llamaremos Gradiente Conjugado.
Pero antes, consideremos dos observaciones que nos ayudaran adar
una mejor descripcion a este algoritmo

A: Es posible dar otra expresion al producto sJTrJ-. Y, en con-
sceuencia obtener una nueva expresion para t;. Recordemos
que el prodcto interior de s;_; y r; se anula.

T T T T 2
S;Tj =+ pj18j-1) Xj =TT+ pj18; 17, =[] (3.20)

De esta forma, sustituyendo en la ecuacion (3.16) la nueva
expresion para sJT-r 7 obtenemos la igualdad

e
ST Asy’

(3.21)

B: Por otra parte, es posible obtener una nueva expresion para
Pk, como se sigue de los siguientes calculos
[0 |* = T o
=1, (b — AXpi1)
= I‘{H (b — Axy — trAsy)

T (3.22)
=Tr (I‘k — tkASk)

T T
Ty Tk — trTpyq ASk

T
- tkrk+1 ASk

La ultima igualdad se sigue del hecho que por una parte ry
en elemento de R(r;, A), R(r1, A) es el subespacio generado

por los vectores si,S»,...,Sx V a Su vez este conjunto es
ortogonal a ry.;. De lo anterior se desprende ge r,fﬂrk =0. En
consecuencia,
2
Il
ty = —M (3.23)
I ASk

Posteriormente se sustituye esta expresion para t, en la
ecuacion (3.21), por lo que obtenemos la igualdad

(L

2 _ T _
[rrsn||” = —trry, Ak = ~sTAsy T} ASk
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Para terminar esta segunda observacion, se sustituye la
expresion para py en (3.19), posteriormente se despeja pi
de la expresion asi obtenida para, finalmente, obtener que

_ e |?

A 529

3.3. Algoritmo GC para resolver Ax=Db

Para terminar este capitulo damos el algoritmo correspondiente al
método del gradiente conjugado.
Primera aproximacion: Consideremos
e Una primera aproximacion x; de la soluciéon X de Ax =bh.
e El residual r; = b — Ax; correspondiente a la primera
aproximacion xp, y
e La primera direccion de busqueda s; =r;.
Iteracion: Se procede aiterar hasta que se satisfaga algin criterio
de paro.
[ )
el
s Asy

Xii1 = Xg + i Sk,
Iy = Iy — LR ASy,

[Tgea ]|®
Px= """
VeI,
Sk+1 = I'k+1 + Pk Sk,

k—k+1,
° Fin.



Capitulo

Algunos Problemas

1)

@)

(3)

4)

(@) Sea A € R™*" tal que A = UDVT es su descomposicion
en valores singulares. Muestra que los valores propios
de la matriz simétrica ATA son los cuadrados de de
los elementos de la matriz diagonal D, quiénes son sus
respectuvos vectore propios?.

(b) Sea U una matriz ortogonal, muestra que U’ es también

orotogonal.
(c) Usando el hecho de que una matriz ortogonal preserva
la norma (euclideana) muetsra que |[UTAV|| = ||A| para

cualquier terna A,U,V donde A es cualquier matriz y
U, V son ortogonales talea que el producto matricial tenga
sentido.
Si H es un subespacio vectorial de R" y P : R"™ — H es la
proyeccion ortogonal definido por la matriz P tal que
I. P>2=P,
II: (I — P)x es ortogonal a Px para todo x € R™.
Considere una matriz A € R™*™, Exprese las proyecciones
ortogonales P; : R™ — N(A)y P, : R" — R(A) en términos de
la DVS de A. Verifica la validez de la igualdad R(A4)*+ = N(AT)
usando TDVS.
Construye una matriz de tamano 2 x 2 la cual transforme el
circulo unitario en una elipse de semieje mayor igual a 2 y que
apunta en la direccion del vector (1, 2) y semiejer menor igual
a 1/2. Cuantos grados de libertad se tienen, Es decir, hay que
caracterizar de grado de no-unicidad de estas matrices.
Considera la ecuacibon Ax = b, A ¢ R™" b ¢ R", al
multiplicar esta ecuacion a la izuierad por AT se obtienen las
llamadas ecuaciones normales ATAx = ATh,donde la matriz
ATA es una matriz cuadrada, por lo que el sistema esta
formalmente determinado. Analiza las ecuaciones normales
usando el TDVS aplicado a la matriz A. En particular,
contesta las siguientes preguntas: Cuando podemos asegurar
la invertibilidad de AT A, en términos de los valores singulares
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de A?. Cual es la seudoinversa de la nueva ecuacion? Cual es
la conexion entre la seudoinversa de A y la de (ATA)TAT?

(5) Determine condiciones de invertibilidad para AAT en términos
de los valores singulares de A. En tal caso AT(AAT)"'b es
solucion de Ax = b? Qué puedes decir respecto de AT(AAT)?
Es igual a (ATA)YATb y si no lo es,en general, bajo queé
condiciones si lo es?.

(6) Demuestre las ecuaciones de Moore-Penrose:

(@) ATAAT = A7,
(b) AATA = A,
(© (ATA)T = AtA,
(d) (AADT = AAf.
(7) Ecuaciones normales y mal-condicionamiento: Considere la

matriz A € R**?, A = UDU", donde U = cos® —sino ,
sinf@ cos@

D = < (1) 100_k > donde 0 = /3 y k = 10 (por ejemplo).
Usa Matlab para calcular A~'b y (ATA)TATD, con b = (1,1)T.
Explica porqué no son iguales. Cambia el valor de k y analiza
lo que sucede.

(8) Sea f una funciéon real definida en el intervalo [0,c0). La
transformada de Laplace £(f) de f esta definida por la integral

&(f) = / ‘ e f(tydt
0

siempre y cuando la integral sea convergente. Considera el
siguiente problema: Dados los valires de la transformada de
Laplace en los puntos s;, 0 < 5 < 52 <--- < s, < oo es posible
estimar la funcién f. Para tal fin, primero aproxima la integral
que define a la transformada de Laplace por ,medio de una
suma finita

/ e Stf(t)dt ~ Z wie S5 f(ty),
0 k=1

donde los wy son los pesos y los t;’s son los nodos de
la regla de cuadratura usada (gaussiana, regla de Simson o
trapezoidal). Sean xix = f(tx), yj = L) y aj = wye Sitk
y escribe la aproximacién numérica de la transformada de
laplace por Ax = b, donde A es una matriz cuadrada. En ete
ejemplo escoja los datos distribuidos logaritmicamente, e.g.

i1
J 5 >log10, j=1,2,...,40

log(s;) = (—1 +
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con el fin de garantizar un muestreo denso cerca del origen.
Usa tu regla de cuadratura preferida con 40 nodos t; en el
intervalo [0,5]. Por lo que A € R40x40,
Con el fin de generar los datos, considera la funcion o
sefial verdadera f dada por

£, sitel0,1)
fO=9 3L sitel1,3)
0, sit> 3.

La Transformada de Laplace puede ser calculada analiticamente.
Nosotros tenemos que £(f) = 55 (2 —3e™* +e73). Muestra
los detalles de este calculo.

Para verificar el mal--condicionamiento de este problema
intente estimar los valores x; = f(t;) resolviendo directamente
la ecuacion Ax = y usando el comando “backlash" de Matlab,
usando los datos obtenidos analiticamente no le anadiremos
error alguno a estos. Calcula le descomposiciéon de valores
singulares de A y muestra sus valores singulares. Afnade un
pequeno error a los datos y estime el valore de x a partir de
los datos con ruido usando la regularizacion de Tikhonov,

xs = argmin (|Ax — y||* + 6%||x|?) .

Intenta distintos valores del parametro de regularizaciéon y
calcula las correspondientes discrepancias.

(9) Implementa tu propio método de Gradiente Conjugado basado
en los algoritmos descritos al final de las notes de Gradiente
Conjugado. Prueba el progtama con una matriz cuadrada
simple de tamaifo n x n, simétrica, positiva definida para ver
si converge ba la solucion exacta en n iteraciones.

(10) Regresa a las notas sobre TSVD e implemente la matriz
de convolucion con kernel gaussiano de tamano 60 x 60,
Calcule los datos usadndo la funcion “boxcar” usada en las
notas y anade ruido (define el nivel de ruido como quieras).
Obteniendo el modelo b = Ax, + e. Aplica tu algoritmo de GC
al problema lineal Ax = b para aproximar iterativamente le
solucion. Sea xj la k--ésima iteracion. Sigue con cuidado la
evolucion del error y del residual graficando

lewll = llxie = x.ll, lI7ell = |Axi — b

Se debe observar lo que se conoce como semi--convergencia.
Primero el error comienza a disminuir para posteriormente
volver a crecer.

(11) Selecciona el nimero 6ptimo de iteraciones usando el principio
de discrepancia, i.e. detén el niimero de iteraciones cuando la
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norma del residual es del orden de la norma del error. Grafica
las estimaciones xj correspondientes cerca del valor 6ptimo
de paro: para poder comparar grafica también la L--curva. Esta
L--curva da un criterio semejante para el valor 6ptimno de
paro?.



